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MatmÓticag blicodop, nocid del deseo de ayudar a RECORDAR,a todos aq~iiosqm 
en elejerciciode su profesión o por encontrarse ya en esldicnsupe"ores,handvidDdod c m 1  
no a sepuir para I<isoluciÓn de aoigunosproblemasdernatem~ticos, dedioria o p l i ~ ü ~ h , ~  

tandotdioto o dificil par falta ditiempo, la investiwión cb ello, entantos libros espero@ 
dw,queqamdmenie sonvaiw y q w  dficilmentesecanservon rn las BiMiatecm particu- 

ions. 
Esmdod queobimido y meanorizodoel rwultodoo fórmulaf inal ,el plontaoseoivido, 

siandoÓste ,en la mayoriadslos wsos,pa los elementos que intervienen en&l,deimpa- 

bncia capital parocompletar el estudimaque sedoaai. 
PARA ES0,ESTA HECHO ESTE PEOUEROMANLJAL. 
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ALGEBRA I 
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OPERACONES ALGEBRAICAS 1 
WORES DIVERSOS I 
MEDIAS ENTRE A y B 2 
EXPRESIONES ALGEBRAICAS 2 
COEFICIENTES 2 
EXPONENTES- 2 
POTENCIAS Y RAICES 2 
MONOMIOS Y P O L I N O M I O S  2 
VALOR NUMERICO 3 
FRACCIONES ALGEWAICAS 3 
REWCCION A UN CWUN DENOMINADOR 3 
SUMA Y RESTA DE FRACCIONES LILGEBAAICAS 3 
MULTIPLICACION DE FRACCIONES 4 
MVlSlON DE FRACCIONES 4 
ECUACIONES 4 
PARENTESIS : 5 
NüMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS 5 
ECüAClONES CON SOLUCION NEGATIVA 5 
B l W l O  DE NEWTON 5 
SUMAS fXM DIFERENCIAS 5 
OTROS PROWCTOS Y COCIENTES NOTABLES 5 
LOGARITMOS (GENERAL1 DAüES) 6 
PROPORCIONES 6 
PROGRESIONES 7 
PERMUTACKiNES 7 
COMBINACIONES 7 
ECUACIONES DE ler. GRADO 7 
SUPRESION DE DENOMINADORES 8 
ECUACIONES SIMULTANEAS DE ler.GRADO 8 
ECWIONES LITERALEC 9 
POTENCIA DE UN RADICAL 10 
ECUACIONES CON R A M A L  10 

?E I INCOMPLETAS 10 

II 1, 
10 

" (METODO GENERAL) I I 
" LITERALES DE 2 o. GRADO 12 

FORMULA GENERAL 12 
FORMAS ESPECIALES 13 
RAICES EXTRARAS 13 
ECUACIONES (FORMULAS GENERALES) 14 
GEOMTRIA (SOLUCIONES GRAFICAS) 15 
AREAS 2 7 
VOLU MEN ES 2 9 
TRIGONOMETRIA 3 1 
ANGULOS POSITIVOS,NEGATIVOS Y SlMETRlCOS 3 1 
SISTEMA SEXAGESIMAL Y CICLICO (RADIANES) 3 1 
FUNCIONES TRffiONOMETRlCAS DE ANGULOS AGUDOS 3 3  
DEFINICIONES EN FUNCION DE LOS LADOS D E L T R W L O  RECTANGU- 

LO 3 3 
FUNC!?NES TRIGONOMETRICAS REClPROCAS 3 3 

DE ANGULOS COMPRENDIDOS DENTRODE LOS SO0 y 360°- 3 4 
SIGNOS DE L A S  FUNCIONES EN LOS CUATRO C U A D R A N T E S  3 4 
VALORES EXACTOS DE LAS FUNCIONES D€ ALGUNOS A N G U L O S  3 4 
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TEMA: PAGINA 
CALCUODE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRW:AS~NGULOS -S)- 35 
RESOLUCION M TWAMUBS R E C T A N G U  36 
FORMULAS FUNDAMENTALES 37 
ECüACIONES TWGON-ICAS Y SUP. DE TRIAEliUOC ECWGüLDS- 38 
RELACION NüMERlCA ENTRE LAS F W W S  3 9 
UDLmDEL&SFU= DE A U X M S  A W S Y  RELAC.MUTUAS - 40 
ANGULOS CIMETUCOS 4 1 
CUW Y UFEREKlA!S,PROOUCTOS ,COCIENTES Y W ü W  LOG. - 42 
RECOUICON DE TRIANOULOS RECTANOLllOS Y O e C C U O S  42 -43 
N U M E R O S C ~ J O S  44 
FSUMS.IGULU+S,COKW(iPDOSY CPüECTOC,POTENCIAS,SUMAS 47 
U ( P R E S L O N B I ~ 0 C A R E S A N A Y e O L M D E ~ C O M P L E X ) C  48 
R E P R E ~ M # C Y 3 h l G E O M E T R 1 C A ~ L A ~ , M U T l R I C A C W  48 
UVISION,RAICESOECOMPLEJOS Y DE N W , ~ O V F M T ~  49 
RCUCES M T W S O E  LA WAD,DERIVCIM. . 50 
O E M W  DEUNA FUNCKiN 5 1 
OERNAMDE LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS 5 2 
D E T E R M M E S  55 
ANALITICA, CMDRANTES, COORDENADAS (SIGNOS OE L A S )  5 6 
DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 57 
A- POMlVAS Y NEGATIVAS, AREADE UNTRiAmiUCO 58 
ECüACiWES Y SüS REPRESENTACIONES 60 
ECUíCiON DE LA RECTA 63 
PUNTDS ALINEAWG 64 
ECWClON DE LA RECTA EN FORMA SMETRICA,NORMAL, C-O DE 

LA FORMA G E N E N  A LA NORMAL,PARALELISMO,PERPEMlCULAR~ 
1NTERCECCK)N DEDOSRECTS Y M 005UNEAS CULUWERA-65-66 

CONWO4WkRA QUE TRES RECTASSEAN ( X M C U R R E N T E L  66 
CO-S E L  WNTO MDK) DE LJW RECTA 67 
P O S I C ~ R E L A ~ E N T R E D O S O ~ C ~ C T A S ( ~ ) , D I S T A N C I A  

E L ~ A L H ~ R E C T A  ,MCTANCIAEhRlE DOS RECThSPARALELC\S Y DE 
UN PUNTO P, A WA RECTA 68 

UÑARES GEOMETREOS,MEWTR~ Y 81!ECTRIZ,L&- 69 
LA PARABOLA 7 0  
LA ELIPSE 7 1 
LA HPEFIB(XA 7 2 
COHCAS 7 5 
ECWCDN DE LA TANOENTE A lJNA CIRCUNFERENCIA. WAaONEC PLL 

FlCA DE L A  PARABOLA, CIRCUNERENCIA,ELlPSE E HIPERBOLA 7 9 - 8 1  
CUANOOUN4 üE LAS EWONES ES HOMOGENEA 8 l 
FORMAS ESPECIALES 82 
INCFIEMMO Y DIFERENCIAL , CURVATURA 83 -85 
RADIO Y CIRCULO DE CWIVANRLL 86 
CALCULO INTEGRAL 87 
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+a+a= + 2a se suma, e1 totol es positivo a negativo, según sean lossignos 
-20-0 = - 3 0  1 d. 10s S-. 

+2a-ar se restan y d  resulta&seofecto<kIsigno &la mayor 
-2a+a=-o 1 

(ion-a) = -oP m " c o n t m b d i n r s d ~ ~ i v ( w  
(-a)(to)=-as 

m ~ ~ t ~ i ~ b ~ ~  
( - a ) 3 t l l =  - l 

'7 *mAccIoNEc CON ENTERO 

I 

RESTA 
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2n= n6mero PAR 

Z n + I = n b o  NON 

e- 
E3 un NUMERO o UTERAL cdocodo a b uquimda da la MPRESK)FI ,e mdicad 

número & n#rqwhhk tomasecomosumaido. 
En  20 ,  2 ~ d ~ n t e & p , e i n d i w q u r d v o l w r m o l d e ~ ~ t a # r ~ @  

mosumando2vcw,oseo 2o=o+o  
o+o+a+o.. . +no, as i I  Coefiicirihda p 

TERMIbD 0 MONOMlO, son enpresiones olgebroicos compuestossolomenk, de 
foctores o divisores 

20, 7/9, 30/b,  aPb, son MONOMIOS. 



-3- 
BINOMIOS,TMNOMIOS,.. . POUNOMIOS, son expresiones olgabroicos que cons- 

ton de w, O&MONOMIOS separados entre si por bs signos + o - 
ob-c, a/b-x, c?++b: son BINOMIOS 
o+b-c, o- bc +x , son TRINOMIOS 
ob+c-d/2+xs, (ob)*-c+d +%-y, sonPOLINOMK1S 

Todo axprasidn olglkolca, depende del wbr.nwn&co obtenido poro sus literg 
la. 

Tobubr u i o a p d  olglroico,as ordenor ksuabin d i c a  obbnidm para 
ka litefdes. 

NWGUNA EXPRESION ALGEBRAICA SE ALTERA SI SE LE SLMA Y RESTA O 
RESA Y S W  , UNA MISMA CANTIDAD. 

SI A CANTIMOES IGUALES SE LES MULTIPLICA O O N I M  POR UN MISMO 
NUMERO, LOS RESULTADOS SON IGUALES 

R,.1-i-.+ 
- Om: ,suponiendo que rn>n,rn y n aidquier 
a "  ~ a k r  

ybon t reb= l  

Elvalor deuno fmctidn NO SE ALTERA s i s a ~ ~ o ~  sur dos&- 
mlnos por un mismo nhmero. 

-(ol(cl.s=n 
(bl(c) bc b 

Si tonto al denominador oomo el ~vnrradordo una fmccidn son diviriblrs por una 

mismo cantidod,d valor de lofmccidn no sa altara y ésto se ha SIMPLIFICAOO. 

es ccwindo no existe expresibi enhm qw a x p n u  oroctomrntr al 

ooci.nt.. P - P  
b -  b 

rnimdordr ksogwd~ atprdn 
por 106 ¿ctsthime de lo prime- 

ro y los dos tirminos & lo m, 
gundo por al d.nominadw da b 

primom. 

CwWu YJ l t iDkCodnL lo r  bnoniinodoiw,~ar.~dummisadoicomh 



te conlos numeradores. 
Cuando bs denominaQres swi diferentes. 

Se mu Itiplicon, numerador con numera& y demminodorcon denominador. 

cuando: 
a(+) 6 (+-lo = (?)(A): * 

C C 

E 1 producto de una f raccidn por su dsnominodor es iguol a suiunumrador. 

b( f l=a,mtoq*e)(%)=b=o porsimp(iti& 

x: = a esto es cuando las fmecio~~# son 
bc ' c bcx divisibb, denoserlo, se multipli 

ca la fraccib &viden& por 01 m- 

cíproco de la f r o c c i d n d i v ~  . 
2 -+ 5 = ( 9 1  (4= & , siendo$ el neiproto& g b b c 

CuondoeI producto de dos númerosoexpresiames igual a la unidod, &S son 

RECIPROCOS. ,,dl=l 4 a y $ ,son RECIPROWS 

( $ e ) = l ; a / b  y b l a  ,sonREClPROCOS 

C 7  
ECWC¡ON ES UNA IWALDAD EN DONDE EXISTEN UNA O M A S  INCOGNTTAS. 
Rebolver una ecuación es encontrar eivaior(o ios w l m s  de las ncÓgnitos). 
lDENTlMD,esum Igualdad paro cwlquiw vokr numirico osignodo o lo litrml o 

o los literales. 

RAlZ o SOLUCION,es el valor nudrico que sotisfoce laigwldod 
7+0=15 ,0215-7 -8  , IaRAlZ delaipwldadanteriwer 8- 

toque 8+7= 15 
Con g y h ,mknarosconocidos y 1 como incógnita puadnformarse los s m  

ter t ipos6 ECUACfONES SIMPLES 
ECUACIONES SOLUCION 

x t a  =b ------- (1) x-b-O 
x-o =b ,,------ (2) ------ x=b+o 

J=b -------- (3) X =ba 
:=a t4 f =g 

Cuando un término da una igualdad poso de un miembro a d ro  ib dicho igualdad , 
lo hace condgno contrario. 

En(l) x+a=b,an Qndi ot n t t a e l v o b r ~  enlaadosminikosda lo iguoidad, M 
tiene: xta-a= b -a  y comenalprimer miembro 0-0-0, J m p l l f l c a n d o u t ~  

%+O = b-o , o lo queas bmlsmo, 
x =b-a , en dondesr observo que alvalor Q afedadodilsigno+ poso 

del primer miembro al segundo cond signo -,-o+, 
En(2) x-a=b,en donde ol sumar d vobr g a k s  dos miembros y simpllticondo SO 
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-5- 
tirw: x=b-o 

En(3) $=b ,sise multiplicaporel volorde g cado unodalos miembros,setmna 

F= bo , de donde simplif icondo quedo; 

x+bo 
En(4) xo: b, r isa dividrn los dos miembros por el volor deg, se tiene: 

'cQ,~, de donde simplificando quedo; 
a O 

x =o 
P- 

NOSÓIO w uso como signode agrupaciÓn,sirve también paro indicar que loconte- 
nido en 61 ,as un todo d cuolse le aplico la operación que afecte a dichoporÓntwir 

a+(b+c-d)= al resultado Ib+c-d,~umodoconp 
o(b -e l  = O  lo  diferencio b-e ,multiplicado poro 
(ob)(c+ 01 producto & por la diferencia c-d 

Los &oros 04gobmicor comprenda n&s W¡TNOS ( t 5 , t 20 b,t b), los 
cw le r  vanpracrdidos por elsigno + y dmerosNEGATIVOS (- 5 x ,  - 3,-ob), que 
van procdtdw por el signo - , 

Todo númro cuyosigno sa omiti6,seie considero POSITIVO. 
Tododmrropositiw es >O 
Todonúmero negotivou <O 
B d o s  números negotivor es MAYOR EL DE MENOR WLOR ABSOLUTO. 
Lowniadedoso& rhwos positivos esPOSITIVA. 
II u II O u *  Il " nqotivos es NEGATIVA 

La wmodedoa n ú m  conMpnoscontrarios,as unaresto dew nilorasobm 
l ~ h  COM Signo dBI iMyOi. 

UN NUMERO ES MAmR QUE OTRO SI SU RESTA ES POSITIVA Y MENOR SI 
SU RESTA ES NEGATIW 

l7Lzob + 
o-b 
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PROPIEMES: 
log.AB=logA+lo@B, drdondr,ELtOOARlTWODEUN#K)- 

DUCTQ ES WJAL A L A  S W  
DE LOS UKIAR(TM0S DE U]S 
FACTORES. 

A .  ' ' ~ O O y S O O y S  
O0 MENOS EL LüG. DEL DIQ 
SOR 

l o g . ~ n = n l o p . ~ ,  " * 

- 

MERO 
lwn$=* u ~ . ü € W R A I z E S W  

AL LOG.DEL NUMERO MVIM , 
DO POR EL INDICE DELARAP. 

LOGARlT MOS WCGARES. 
b=K) 

LWRTiMOS HIPERBOLICOS. 
b=e  
0 = l t t t + t  f +f +...= 231(l281828459 

ARI- 
O-b=c-d 

-El- 
o:bi c:d 
a-& 
b -  d 



o x d  = b x c  
o t b : b = c r d x  

MEDIA PROPORWNAL, 
a:x=x:b 

x = G  

MEDIA EXTREMA Y WON 
o:a= x:o-X 

x >o-x 

Ndmero & p.rmutociones & x objetor entra 4: 
1.2.3 ... r .  

~ L p w m i t a c i o n e s Q x o b j r t o s ~ g o ~ :  
N=%(=-#)(S-2). . .(x-n+i) 

C- <kr P-gd 
Sai ECUACWiNES DE PRIMER GRAüü o ECUACI) LINEALES,con respecta 

a una INCOGNML, toQl oqwIW que m antbm -6 I W - ~ ~  a  
k p1ni.m toncio 

E-i&P& i r  k qw no eontiam otra b tmqusia in~ i to .  
4%-7tx-  10-3%-I 

en dondi rducirndo &minos umyontes, a timnm: 5%-7: 9- 3r 
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SI los dos mismbros de $tg , ae mutiplican por al denominoda dil primero, S* 

fieno: *= 8 ~6 = 5x= 48, por lo m: 
b 

xz*:9.6 
5 

cuando la ecuación tiene IO siguiente forma $ t $- =ab , rclsoivi/ntjaia w tirnr: 

Poro suprimir loa dmmidms& uiaacuaci6n, so mul*icon ambos miriibiorbdeho 
ecuación, par el mhimo c d n  m6lt i~b de los drnomi-. 

C-* . 8 

Dos o más ecuocionas wn SMULTANEAS 
ra todas losrcuaciones. 
-,md métodopoi ~Iwd,nun l i shmoba wwcionu r boa d i i r p m a r  

umde loi incopni-. 
~ristri varios Ustomas paa eiectwr b abnhioci6n. 
~iminacidn por -,cuando olsi itrmo priiwrto b s¡gui.nk forma. 

2 x + 3 y  =36 (1 ) 
5~ - 2 ~  2: 14,,, w ,  ( e) 

Se multipllca(l) por eltmoficienbde y  ,en (2) y(2)  poroleoñk¡ontoda~rn(l) y 
se tiene: 

4%+6y ' 72  
15n-6v -42 

sumando 1% 414 
despejondoa& x=z=6 

sustituyendo en (1 ) por el valor do& ,r t i r a  12 t 3 y = 36 
da dmd.-jonbo y, w t lar:  

3 y  136-12 y=q:8 
w~r 10 tanto loa valores de bsincÓgnitasen(l) y(2),son: 

x= 6 
y-0 

comprobondc en (1 i 12 + 24 = 36 y 
en(2) 3Q-16=!4 

Eai%in~t;4n pw m, cwmdo el s is t~mo presento la siguiente forrnw 

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo



-9- 
3 x t 2 y = 2 3  ( 1 )  
2 x t 3 y  =27 (2! 

Se multiplico( 1) por elcoeficientedet1yt*en (2 1 y (2) por el coef i ~ i en tede~~~"en í l )  
y se tkm: 9x+6y -69 (1 

4 x t 6 y  = 54 (2) 
M tondo  (2) de( 11 5% = 1 5  

drspejando o "x" 

por k ton to  x = 3  

sustituyendo en (1) o p por su valor: 
9 + 2 y  -23 

de dondo 2y  =23 -9  
por lo tonto 
despejondo O '*y " 

por lo tonto y = 7 
comprobando 

9 + 1 4 = 2 3  - ! l )  
6+21=27  (21 

ElirnnociÓn por sustitwiin , cuondoei sistema presento la sig*an)e forro: 
3 x t 7 y i 2 2 . 4  ( 1 1  

4 -6  
(21 

despejando una de bsin&gnitos en f unciónde lo otro 
x = 6 + 5 y  (3) 

wstituyendosn (11 por dwlordex 
3 (6+5y ) t  7y=22.4 

quitando po rh teds  1 8 t  15y t 7y = 22.4 
ordenando 2 2 ~  :&;4-18 
despejando ogY ' Y 22 0.2 
sustituyendo en (3) x = 6 t l  

x= 7 
compro bondo; 

2 1 + 1 . 4 = 2 2 . 4 (  1) 
7-1 +6 (2) 

~timinociÓn por iguobcidn 
x t 3 y  =7 ( 1 )  
x-2y = 2 (2) 

de don& x = 7 - 3 y i  2 t 2 y  

C- J d  
Son aquellos enque u M I O r n ~ d e ~ m n t i d o d ~ c o n o c ~ s  se representan por I e tm .  
En ox+b=c, o,b,c,son contidades conocidas y n ssln inc6pnita. 
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1'0 
Suponiendo ax  como bhdgnita m beaiocidn (a txxa-x)= (30-x)x ,se t u  

a2-xt = 30%-xg 
da don& oz = 30% -xL+x2 

(5&) '=(5~ x i  )'=125xS =125xxi  =125x& 

Inversamente (2+&) '=4 t9 f i+3=7+4f i  os ia :  
EL CUADRADO DEL PRlMERTERMIN0,MAS E L  W L E  PRODUCTO DEL PRlMORO 
POR EL SEGUND0,MAS EL CUADRADO OEt SEGUNDO, es decir: 

2 g + 2 ( z f i ) + ( J 3 )  
simplificando 4 t 4 f i t  3 
y efectuando lossumos indicados, queda 7 + 4 6  

C-mR& 
x=3+%4% 

trasponiendo x-3 = m 
elevando al cuadrado xx-6x t 9 =xg-45 
de donde x t x 2 - 6 x =  - 4 5 - 9  
simplificando 
por lo tanto 

En la ecuación = fi + I 
elevandoalcuadrado x - O . l = x - 3 . 1 + 2 f i t I  
de donde 2.2- 
y de aquí l = f i  
elevondoalcwdrodo I = x-3.1 
de donde x= 3.1+ 1 ~ 4 . 1  

c-ri$s+r*Edo 
Son aquellosque reducidaso w m b  shpb erpmsión, contienen S Ó  lo segundo osa 

gundo y primera potencias &la incógnito. 
~adaecuacidn de 2* grado puede reducirse ala siguianta fonno: 

axg+bx+c=O 
En 7x2+5x = 18 al tmns fmwse en la forma gamrol queda: 

7xt+5x-18.0 (endonde a=?,b=5 y c=lB),siendoTERf 
MINO INDEPENOlEMEel que nocontkno a laincÓ@ta 

E cuocidn completa de Sogwido grado es la que wntirm la segunda y primara poten- 
cias d i  la incógnito e incompkta lo que ~Ólocontime la sogundapotenciade l a i n h  
nito. 

x' t 3 x- 10=0, es ecuación de Segundo (*oda m. 
xL-b.0 
xt+ J=O]M r i a r h e s d i ~ i g u n d o  

En; 3%' + 121 2xt t 5 2  
3x'-2xt= 52-12 

x z = 4 0 : . x = * f i  



-!/- 
En 5 x 4 t  15=3xe+65 
de donde: 5x0-3xL-65-15 

2x2 = 5 0  
ir' = 0 . 2 5  
x =*JZS=+5 

comprobando! 125 + 15 =75+65 .'. 140 I 140 

METCOO GENERAL 
Puesto que (rto)' =x%2ax+ a', a1 binomio x2+2ax, le falta aeque eslamitodde 

elccef icienh de u, al amdrado,para sor cuadrodo perfecto 
Si b eamciónda b forma: 

x2+ 201 = b , el primer miembro puede hocerse cuadrado perfec, 
to ogreqando #o los dos miembros, o sea: 

xLt  2ax-&b+aL 

En x + 6 %  ~ 5 5 ,  agregardo 3*a los dos miembros para hacer al prirnero,cwdrg 
do perfecto, se tiene: 

xL+6nt9 =64 , lo cual puede quedor os¡; 
( x t3 f i64  

por lo tanto extrayendo la raíz cuodrada,se time: 
x+ 3 =8 

6 donde: x = 3 f  8 
x =  5 ó -11 

Vwif icondo: 

Aplicando el rnismmétodo a la ecuackh 
x2*2ax+o%b+ae 

(x+af=btaL 

x t a  = m 
por lotanto 

Cuandoel coeficiente de n es or qw uno, se dividen por dl ombos miembros para 
obtener b forma pml b+i 

En 2x2- 3 x  = 9 , dividiendopor 2 (coeficiente de xz), se tiene: 
x 2 4 5 x ' 9  

2 2 
agregando el cuadrado de la mitad del soef iciente de 5 0 seo $ por f= 2 16 

se tiene: 

sumando enel segundo miembro; = 72*9 : 81 
16 16 

de donde: x2-+x + % = A L  
16 16 

como el primer miembro de lo rcuaciÓn es cuadrado perfecto, al extraer raíz cuo- 
drada a los dos miembros, se t '  na 

x- S =, 9 
4 - 4  
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de donde: xi-f tid'za 

Toda eeuocidn de Sagundogrodo pueda reducirse a !o formo: 
ox2+bx t c=O,  enlacuo! a,b y c,soncontidodercon~ 

cldos y dalo cwlsrdeduce; ox2+ bx, =-c , dlvidlendopor p se tiene: 

x2 + $ x -5 Y ,regando (&):piudo: 

x o + b x + b P  b2-40c 
a 4a2 4aL 

extrayando io rdz  cwdmda: x t2$ = t &=a 

da donde: x = - b t  D-z 
20 

por lo tonto; LAS RAICES DE TODA ECUAClON DE L A  FORMA 
ox2+ bx +C=O , SE ENCUENTRAN CON LA FORMU. 

LA GENERAL 

Cuondo g = l  

por !o tonto: 

RELACION ENTRE LAS RAICES Y LOS COEFICIENTES EN LAS ECUACONES 
DE LA FORMA x 2 t  bx t c =O 

Siendo x, y x2 los dos roices 

cuando x , + x ,  

cuando x, x 2-($-4c) L b 2 - 4 c  x * z ----- 2 - 
" 4 4 =C 

de donde: LA  C&U DE L A S  HAICES ES IGUAL AL  COEFICIENTE DE x CONSlG 
!\O 30NTRARIO Y EL PRODUCTO DE -&S RAICES ES IGUAL AL TERMlNO INDL 
PENDIENTE 

BiSCRIMINANTE: 
cuond; b2-40-0  , las rakes-snre~:es y Cesiguoles 

bz-40cr0,11 M U U e cguales 



-f3- 
b -4oc<O, los rokes sonimoginorbs 

= 5  ó 3h 
elevando los r o Í m  o 4 

despejando xP+ 2x  
2 *  G E  r'+2x:- = m: ó - 1  

2 

por lo tonto: xXt2x=3,  x't 2x= - I  
de donde, lo primemaeuoclÓn , a =  -3 Ó I 
y lo segundo x=- I  8-1 

En x-L3 1 ' - 4  = 0 , que as desegundo grado en x-' 
dmpejondoo n-' ,se tiene 

x - ' 1 - 4  ó-1, puestocpe I /x= - 4  o I 
por 10 tonlo X 1/4 0-1 
En generol; TODA ECWCION M L A  FORMA 

oXn+ bbl t c=O, PUEDE ESCRIBIRSE ASI: 

o(xnf+ bxn + C = O  

considerondo x%omo incógnita, su valor se encuentro por lo fórmula general y el de x 
al extroer la raíz 

R& 6Mhdi&% 
Algunos veces por couso de ciertas tronsformoaones efectuodosen uno ecuación, se 

obtienenraicasque sutisfocsn losacuaciones tmnsformodos perono lo prapuesto. 
Si se eleva al cuadrado x- 2 = 5 , se tiene: 

x24x+4  = 2 5  
de donde: x = 7 8 - 3  
la m'z 7,sotisface b ecuación propuesta,no así -3-22-5 que no es iguolo 5,por lo 
tonto -3 es una RAlZ EXTRANA. 
Cuondo LOS DOS MIEMBROS DE UNA ECUAClON SE ELEVAN A UNA POTENCIA, 

SE AUMENTA EL NUMERO DE LAS  RAICES y probablemente olgurm deellos no satis- 
face o la ecuación. 
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Lo mult iplicación áe ambos miembros da uno ecuacidn por una función de la incognj 

ta , pueóe introdwir rokm extmñas. 
COMUNMNTE LA SUPRESlON DE DENOMiNAOORES NO INTRODUCE RAICES 

EXTRARAS. 

FORMOLAS GENERALES 
PLANTEO I SOLUCION 

De Primar grado con dos i n c b t a s  

ac'-co' y=- 
ad-ba' 

De Segundo grodo completas - 
cuandap=i f + b x + c = ~  

out+ bx-c=O 

x: 
- b k J F z  

2 

X: 
- b f  Jbt+Qac 

2 a 
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DIVIDIR UNA RECTA EN DOS PARTES IGUALES. 
Sea AB la recto. 
Con radlo mayor que la mitad de la recta y c q  

troen A y Brespectiwmenta,se trazan bs arms - 
que alcruzama determinan b s  puntea C y D. 

La rectu CD divideo la recta ABen el punto 
B O endcs portes iguoles. 

De donde A0 = 08 

TRAZAR UNA PERPENDICULAR A AB,SOBR€ EL WNTO O CONTENIDO EN AB, 

h: Con centro en O y radio cuolquiem,se trazan 
los intersecciones A' 8'. 

I Concentro en A' y B'respectiwmcmte, se trp 
1 za la intersección C. ,, 10 *I o Uniendo Ccon O seobtiene loperpedicukw 

mido .  

TRAZAR UNA PERPENDICULAR EN CUALQUIERA M LOS EXTREMOS DE AB 
E, Por el punto C exterior o AS y radio CA,se ,l.-, traza el arco DAE. 

,,y Uniendo Dcon C y prolongando hosto cortar 

\ 
el orco, se obtiene el punto E. 

'\ ' La recto EA ,es perpendicular en A ,o lo , / 
A \.. m AB. 

\ ---#- 

,' D 

TRAZAR UNA PERPENDICULAR A A8 DESDE C. 
Con centro en C,M trozoelarco A'@ 

P C  
Con centro en LY y B1 respectivomentqse tm- 

zo la intanrccidn C' 
1 Uniendo C con C' se dtiene COquees la per, 
I 

I pedicular pedida. 
\ 

DlVlDlR A 0  EN fi PARTES IGUALES. 
C ~lmzonapcrtids A, AC conun bn~ubcuq! 

Porolelos o 58 son b s  nstanks unionrt los 
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TRAZAR UNA PARALELA A AB. 

,c ' .o' Setoman C y D, contenidos en AB. 
Conradio igual a lo distancio entre bs(- ,' ; '. /-' 1-', 

! ',! l \ 
rolelas s e t r a z a n m  m mtrosen C y D. 

Se lewntan perpendiculares en C y0  que 
corten o los arcosen C1 DI. 

Uniendo C'con DI, se obtiene la paralela 
a AB, pedida. 

DIVIDIR UNANGULO CUALQUIERA EN DOS PAR1 ES IGUALES.(BISECTAR) 
Con centro en 0,vertice del ángulo y con 

radiocualquiemse trazo el arco A'B1. 
Con centro enA1 y B'+e trazo la intersac- 

cidn C. 
La recta OC,divide al hnpulo A06 endos 

portesiguales. 

DIVIDIR EL ESPACIO COMPRENDIDO ENTRE DOS RECTAS NO PARALELAS,ENDCG 
PARTES IGUALES .,ia SOLUCION. 

De S r  posible, se prolongan los lados 
hasta formar elvértice O del ongulo AOA' y 
se sigueel procedimiento anterior. 

--- 
E' 

20 SOLUCION. 

Cuando noes posible prolongar los lados 
sehacen las parolelas OD y OE puforrnonel 

1- J--r 6npulo DO€. 
-7-7 4- --lb- -E La linea OC, divide el espociocmprm- 

\ 0 1  a , ,  
o dido entre AAb y 00'. en dos partes iguok. 

B 
8' 

30  SOLUCION, 

Cuando el espocio comprendido u n t r e b  
rectas esqronde,se trazo CC' arbitrorioman, 

El cruce da las bisectrices de los ángu- %/ l0sayc,de1.miinaelpuntoE yeIdeiosd. 
b y d,debrmina elpunto E! 

La recia EE8,divide en das portesigup 
ies ai espacio entra AA! y BB' 

E C' Q 
6' 

DIVIDIR UN ANGULO RECTO EN TRES.PARTES IGUALES 
Con rodio cualqu~m y centroen O, se traza el arco AB. 
Con centroen A y Brespectivomentesrtromn Los arcos OA' y OB'. 
Uniendo Oy E' y O y A', quedo dividido el ángulo en 3 portes iguo- 



TRAZAR LATPNGENTE AUNA CIRCUNFERENCIA, POR A,PUNTO DADO SOBRE 
ELLA. 

Con centro en A y radio A0,sa traza el or- 

co OC. 
Con uno recta, se unm O y C , pmlongbndo 

Concentro en C y radio CO , se tmza el or- 
co OAB 

Uniendo A y 8 se tiene la tangente psdi 
do. 

POR A, PUNTO FUERA DE LA CIRCUNFERENCIA,TRAZ AR DOS TANGENTES A 
ELLA .  

CeunenOyAyse hace 8=1/2de OA 
Concentroen B y radio 00 se trozoel ar- 

co CC' 

A Uniendo C con A y C' con A, se obtienen 
las dos tangentes pedidos 

TRAZAR LAS TANGENTES EXTERIORES A DOS CIRCUNFERENCIAS DAMS. 
Se unen los centros de las ckcunferencios 

Se tmza con centro cm O ,une arainkrwl 
cia auxibar cuyo radio "0 "01 a l  radiode 

Se unen OA y OA' y se prolongan hasta. 

que cortena lo circunferencia exterior en C y 
C! 

Los radios 0'0 y OSD:se hocen paralelos a los rodios OC y OC' 
Uniendo CD y CIO',se t i e m  ios tangentes pedidas. 

P, 
A DOS CIRCUNFERENCIAS DADAS 

Con centro en O y radio igual o lo suma 

de los dos radios de las circunferencias, se 
trazo el arco ACB. 

con centmen o,puntomedioentre 0 yo 
y radio D0,se traza el arco A'OB'. 

Las rectas O€ y OE1,determinan b s  
puntos F y F'. 

Se hacen paralelos OF' con O'G y OF 

B con O'G' .  
Uniendo los puntos F y G t  y F'G, se tie - 

nen las tangentespedidas. 

CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO CON ANGULOS DE 30°, 60° y 90° 
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Con centroen A y mdio cualquiera AC , 

w trozoel orco CCi. 
Concentra sn C e i~uolradio,setmzo lo 

htenecciÓn D. 
Unkndo A c m  O y bajando lo perpendlcu, 

lar DE, se obtiene el trilngulo ADE,cqoi 
valores onqulores ron: 

L A = 6 0 °  
B L D =30° 

E C L E =SO0 

TRAZAR UN TRI NGULO CON DOS DE SUS ANGULOS A 459 

A Sobre AB,se toma uno mognltudcudqd& 
ro CC1 y por C se lavonto lo perpendicukrCD. 

Concentroen C y mdlo CC'wtraza la 
hmión CM sobm CD. 

UniendoC' m CW,se o b t h  el tria'ngulo 

A 
CCtC: cuyos valoras ongulorasson: 

L C=90° 

TRAZAR UN TRlANWLO EWILATERO. 
Con crntro en Ay 8 y r d o  AWiguol o lo 

bau&l tridngub pdldo),se trazo 4- 
ción C, 

Uniendo AconC y 0.- C, seobtknsol 

A tr i thgub pedido. 

ENCWTRAR EL CENTRO E L  CiRCUU) QUE PJISA POII DOS PUNTOS DADOS, 
Y CUYO RADK) SE XocE. 

Con centro en los punta A y 8 respwtL 
wnwnk y mdio igual a l  comido, re troza 

Al uno intbnrcc& que as el centro buscodo. 
En et ejemplo se observa que por A y B, 

2' pudui p o r a r i n f i n i t o n h o  do ckculos. 

PASAR UN M C O  DE CIRCUNFERENCIA POR TRES PUNTOS DADOS. 
Concentroen A y radio mayor que bmi- 

X,iaddebdistanclontre A y  B, setrozoel 
1 arco ao! 

/ Con centroen B,se tnno elarco bbt, 
Con centro en C ,sa trozoel orcocct. 

8 Tonto el arco bbl, como el orco cc*,tienen /' el mismo radio que el orco aot. 
Uniendo bsintersecciones ii' y j j' y pro- 

iongo'nddoshosto quesecorten , detarmlnm 
,r el punto O q w e s d  centro del orco XX',e I 

cuol tiene por radio lo distancia OA. 

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo



-19- 
TRAZAR UNA TANGENTE COBRE UN PUNTO DADO EN UNACIRCUNFERENCIA. 

,e Se tmza OB,pomdo por A 

Con centro en C y C1 y rodio m o p r  que 
CA ,se tmzan las intersecciori.r O y DI. 

Unbndo D,A y D8,sa tienela tangentape- 

CIRCUNSCRIBIR W A  CIRCUNFERENCIA A UN TRIANGULO CUALQUIERA 
PRIMER EJEkQLO 

SEGUNM EJEMPLO ,% Se Iewnton los prpandiculores oAB y AC: 
El  punto 0,inkneccidn 6 los perpendi - 

cuhs ,m el antro de la drcunferenciocircq 
tr i ta a l  tr¡hngulo,con radio OA. 

'. .0 
/ .-/ 

INSCRIBIR UNA CIRCUNFERENCIA EN UN TRIANGULO. 
Se t rozan las bisectrices da los 6npubsAy 

C Por O ( puntodonde lar bisectrices se cq[ 
M bajolaperpdndCubr OE. 

Con centroen O y mdio OE,re trazo la ci: 
tunfemneio inscrito en el tribnguio. 
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INSCRIBIR UN CUADRADO EN UNA CIRCUNFERENCIA. 

Se trozon los diómetros AA' y BB', per - 
pendiculoresentrrs~ y se unen concuerdas, 
los puntosAB,BA', A'8' y BIA ,q~?dandoc- 
trufdo el cwdrodo pedido. 

A' 

INSCRIBIR UN PENTAGONO REGULAR ENUNA CIRCUNFERENCIA. 
S r  trozon los didmtros AA' y BB'. 
Se hace AC= 1/2 del radio AO. 
Concentroen C y radio CB, setraraela1 

co BD. 
Con centroen 8 y rodioBD,se trozo rlq 

co DE. 
Lo cuerdo BE,es el todo del prntdgonopg 

dido. 

' - l - /  

B 
INSCRIBIR UN HEXAGONO REGULAR EN UNA CIRCUNFERENCIA. 

Se trozo el diámetro AA' 
Con centro en A y A' y radio OA (delo 
unferencio), se tmzon los arcos BE y 

Uniendo los intersecciones BC,CA',LI'Q 
EA y AB,se obtiene alhrxogono padido. 

INSCRIBIR UN OCTAGONO REGULAR EN UNA CIRCUNFERENCIA 
Setrazanlos diámetros AA1 y BB', perpq 

diculores entre si y se bisecton los cuatro 
Óngulos fomodos en O. 

Uniendo los puntos de interseccidn debs 
dlómetros obtsnidos,con lo circunferencio,ce 
obtiene el octágono pedido. 

0' 

En general; poro ~ m r i b ~ r u n  polígono regular de n número de lodos,se sigue el s i guh  
t e  procedimiento que,resueltocon la propiedad debzo, do el 010s problemas propues 
tos  con lo máximo rap idz  y el mínimode error. Se Il0m0: 

PROCEUiMIENTO GENERAL PARC. INSCRIBIRCUALQUIER POLIGONO EN UNA 
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CIRCUNFERENCIA DADA. 

A Se traza el dihmetro A0 y con radioigual 

a dicho diámetro y centroenAyBrespectiva- 
mente,setraza lalnterseccidn C. 

-y Se divide AB en tantas partes i g ~ ~ l e s  co- 
y-- - '  mo lados deba tener el polbonq. 

' A - - _  *\N* La segundo dlvisióndei didmetro A8 opa1 
d, 4. tir de A ode 0,indistintamente+e unecon la --- y 

I intersección C y se prolonga hasfaquecorte 
7¿-''---- I* ,' a la circunferencia en E 
/ - La cuerda AE,es el lodo del polÍpono pe- 

D/ 8 dida 
El éxito deeste método depende del cui& 

do con que se reolice. 

INSCRIBIR UN DECAGONO EN UNA CIRCUNFERENCIA. 
Se trazan AA' y BB', perpendiculares entn 

sí. 
Se hace OC=1/2 0A. 
Con radio CO y centro enC ,setraza lo q 

micircunferencia OA', 
Se unen B y C y por B con radio BD se t q  

zo el arco DO! 
La cuerda BDo,esel lado del poliqono pe- 

dido. 

CONSTRUCCON DE POLIGONOS DADO UNO DE SUS LADOS. 
DADO EL  LADO"^", CONSTRUIR UNTRIANGULO EOUILATERO 

A 
Con centro en los extremosde "a" y radio 

igual a dicho lado, se traza la interseccidnü 
Se une B con los extremosde "a" y se ob- 

tiene el triónpulo equilhero pedido. 

DADO EL LADO "o:' CONSTRUIR UN CUADRADO PERFECTO. 
Por losextremosde "o': se levanton perpg 

diculores con magnitud igualcon"a" 
Se hoceia paralela a"o1' y se obtiene el 

cuadrodo pedido. 

DADO EL   LADO"^': CONSTRUIR UN PENTAGONO REGULAR 
A y 9, extremos de "au. 
Por B se hace la perpendicular BB'. 
Concentmen B y radio BA,sstraza e l  

0f 
o r ~ o A X q ~ r c o r t a a B 8 ~ e n D  

Cancentroen C,punto mediodaA8,y rp \, '' dio CD,se traza e l  arco DD1 que corta. BB , 
' proioqaci6n de @,en D' . 

L Con centro en A y radio AD1,se troza la 
----u; Br intersrccidn E 

A , , , ,  B Uniendo Bcon E, se obtiene el segundo 
lado del poligano. 
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-22- 
Con centro en A y rodio AC, se trozoel o r a  BEa 
Por A,se levonto uno pqm?diculor que corta o BBaen O' 
Concentro en O' y rodioDE,sehoca lainterseccidn F. 
Con centroen F y E respoctivornenteg rodio Aü, se tmzo lo intersección G 
'Jniendo Acon F, F w n  G,G con E y E w n  B,w obtien.elpolfgono pedido. 

CONSTRUIR UN OCTAGONO REGULAR 6AKl EL LADO "o" 

Ic' Por el puntomedbda AB,sekvonto ' lo perpendkulor CC1. 

y -  f-, 1 ConcentroenC y rodio CA,m t r m  
I lo semicircunferencio AOB. 
1 Con canino en O y rodb 0 A  ,se troto 

E l  punto O' sobre lo perpandiculorCC 

SUPERFICIES EQUIVALENTES. 
Q3MTWCCm DE UN RECTANGULO EQUIVALENTE ALTRIANGULO 01\00 ABC 

Por A,- bojoloprpendlculor AA1 y w 
hoce D=1/2 deAA1 

Por 0,se tmzo uno panlelo o BCy por 
By C ,resprctlvomente,se hwntonprrpendi 
cubres quecortenoésto en B1 y C1 

El  rectóngulo BBICIC obtenido, es equi- 
volante ol tr ihgulo ABC, dado. 

0 Al C 

CONSTRUIR UNTRIANGULO EWIVALENTE AL POLIGONO ABCM. 
Seune Acon D y C rerpstfvumantd 
SI probngo en km dos d i c i o n r s  J IQ 

do CD. 
Por E se tmzo EE1 paroleloa AD. 
Por B setrozo BB' paioklo o AC. 
El tridnpuk ABIEt, es squivdente o l p a  

E' D C 8 '  

CADO EL TRIANGUIJ ABC , CONSTRUIR UNCUADRADO EQUIVALENTE. 
SehoceAO= 1/2 da AB ycon centro 

en B y rodio 8 0  ,re trozoelorco DB'que 
corto en 8' o lo prdongockh de CB 

Se hoce BIG = 1/2 de B'C y con rodio 
GB' se trozo al arco BD'C que corto o AB 

/'/ - , BO', es el lodo del cuodmdo pedida 

/ / 
\ 

// \ 
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TRAZO DE UN HUEV0,DADO SU EJE MENOR. 
AOB=eje menor con centro en O. 
CC', Perpendicular o AOB,posando por 

Con centroen O y radio OApe tmzala 
circunfarencb que corta a CC'en O' 

Se unen A con 0 '  y se prolonga y BconW 
y se prolongo. 

Can mdio A8 y centraen A y 8 respecti, 
m n t e  se tmzan los arcosAA1 y 00: 

Concentroen O' y radio OIA',se trazo el 
arco ASB',que completa el huevo pedido 

/ l'\ 

IC' 

OAOOEL EJE MAYOR A B , m R  UN OVOIDE, 
Se divida AB en cuatro portes iguales. 

Con centro en C y C' y radio AC, se tra- 

zen las circun~wencias que m tanpentesm 

Con rodio CC' y centro en C y C1 respectl 
g vamente re tmzan )as inhmecciones O y D 

Se unen Dy C y D y C', prolonpándose hrp 
a los circunferencias en f y F1 

Enigualform,a partir de O'sebcollzan 
b a  puntos E y E'. 

Concanlrocui D y D'respectivamente y 
mdio DF. se hacen losarcos EE'y FF1,que 
completan el trazo del ovoide pedido. 

CONSTRWR UNA ELIPSE, DAOOSSUS DOS EJES 
METODO DE PUNTOS, 

Con cantroen el cruce O de los ejes y ro- 
dios iguales o los m ie jes ,  se tmzan las &a 

I 
Y circunferencias. 

Sedividen las circunferencias ann par, 
his iguales. (en el ejempb ,l2 portes) 

Por los puntos 2,3,5,6,~,11 y 12,se 
bojon parpandiculores aleje de los x. 

Por lospuntos 2',3;5',6',81,9,11' y lZ1, 
se trazan poraldas aleje delas x, que cor. 

IOx ~ ' 4  tan o las perpendiculares anteriores en 
tos puntos a,b,c,d,e,f,q y h ,  uniendodi- 
chos puntos por medio de curvas.se obtm. 
ne la elipse pedida. 

Y '  
7 
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METODO POR INTERSECCIONES. 

Se traza el pamleb9mmoABCD, siendo 
A8  y CD iguol al eje moyor y AC y BC igual 

s del pomblogramo se dividanen 
P parteslguales,se numeran y se unen wrno se 
, indica en la figura ,quedondo trazoda la elipse 
"edida por el perfil interior de los tmzos. 

CONSTRUCCION DE LA  WRABOLA. 
CONOCfDO EL VERTICE x, EL EJE xx' Y UN PUNTO P. 

Por x ,ve'rtice conocido,se levanto una 
perpendiculor. 

Por P,se traza una poralelao xxl qw 
corta a la perpendicular trazada en A. 

Las distancias xA y AP,sedividen en 
igual número de portas iguales. 

Se une el vértice x con los divisiones en 
AP y se hacen paralelas a xxg, por losdi, 
visiones de x A 

Los puntos de cruce de los paralelos en xA c m  las dlagonalo de x a AP, son pun- 
tos de la paróbola. 

CUANDO SE DAN DOSTANGENTES. 
x A  y xB, tangentesdodas que se dividen 

en igual número de portes iguales y haciendo 
los trazos que resuelven el perfil de la pardbp 
la pedida, seg6n seindicaen lo figura odjunio. 

CONOCIENDO EL FOCO Y LA DIRECTRIZ. 

A AB-lo directríz. 
F= el foco dado. 
CC' perpendiculor o AB pasandopa F. 
D= i / 2  CF 
Los puntos 1,2,3,4 y 5 ,  se tomaron sobre 
CC1,con rnognltudes orbitrffias y P a s a  

C, do porellos,se (rozaron poraleias a M .  
Conradios CI,C2,C3,C4 y CS,  se tm,  

zaron las intersecciones ao',bb;cc',dd'y ee' 
que son puntos de la par6bola pedida. 
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CONSTRUIR UNA HIPERBOLA,DAM)S LOS DOS KXOS Y LA DIFERENCIA CONS- 

TANTE DE LOS RADIOS VECTORES 

20. Ramo 

F y F', losdosfocos dados,sobre X X '  y C,punto medio de ladistoncia comprendido 
entre los focos F y  F! 

Se hoce CA y CA'=olamitad delodiferencia constonte de los radios vectores. 
A y Aa,son los vertices de la curva. 
Sobre AX y A'X', se toman los puntos 1- Itj 2 -Z j3 -3 '  y 4-4 ' ,  arbitrarios peroa 

igual distoncia de F' como de F. 
Concentros en F y F' respectivamente y rodios Al, A2, A3 y A4, se trazan arcos a r j  

ba y abajo de FX y FIX'. 
Con rodio LlFly centroen F:se hocan las intersecciones a y a' y con el mismo radio y 

centro en F, so hacen los intersecciones o, y a,. 
Siguiendoel mismo procadimientosetrazonlos siguientesinterseccionesen las dos ramas 

hmiendoel radio A'F2 poro los puntos b,bl, b, ,b; y os~sucelivomente hasta determinor 
las puntos necesarios al trazo pedido. 

U n i d o  d,c,b,a, A,al, b', c' y doj se obtiene unade lasramas y uniendo d,, c,, b,, al,A1 
4,4,,+,4, seobtiene la otra. 

TRAZO DE UNA ESPIRAL 
METODO DE%ROP~UIDES' 

Se tmzo el círculo generodor y se divide 
en X número de portas iguales y uno de los 
radios sedivide en igual nilimero deportesigiip 
lesen que se dividió el circub. 

Con centro en O y radio Ol,se troza unoc 
co quecorte al radio I del circulo generador. 

, Con centro en O y radio 0 2 9  trora un4 
co quecorte al d i o  2 y asÍsucesi~mente 

Unkndolosinterseccionesobtenidos,qug 
da trazada lo espiral pedida. 
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ESPIRALDE DOS PUNTOS. 

En XX',ejede la espiral se toman los pu' 
tos AA' 

Concentro en A y radio AA1,se tmzael 
arco A'o, 

Con centro en A' y radio A'a,, setróza el 

X- - 
Con centro en A y rodio Aa2 se trazo el 

orco q a ~  y as; sucesivamente hasta comple- 
tor el número de vueltos deseodas. 

EVOLVENTES. (Todo poiigonoregular es capaz degenerar su propia evolvente) 
EVOLVENTE DE UN TRIANGULO 

,'A' c\ A B C , ~ ~  triÓngulo dado y AA1,BB' y CC' , 
/' prolongacionesdesus lados en el mismosentido. \ Con centro en B y  mdio BA,wfrozo una1 

\co que toque a lo prolongaciÓn de 0 en a 

Con centro en C y radio Case tmm elarco 
ab y osÍsucesivomente hasta iograr la ~ i p n i -  
tud desenda para la evdvente pedida. 

EVOLVENTE DE UN CIRCULO 

Se divide el círculo en X partes iguoles y 

se trazan tangentes por los puntos donde los 
radios tocan o la circunferencia. 
' Con centro enel punto detangencia I y 

I \ 
mdio iguola la cuerda I - 12. se traza i l  arco 
12-0. 

Con centro en 2 y radio2-a,se trozoel 
arco a-b y as/sucesivamente hasta com- 

b le ta r  la magnitud chseada de b curva. 

d 

TRAZO DE UNA CICLOIDE. 

Sobre la horirontol X X : S ~  troza una circunferencia la cualse divide en"na' portes 

iguales (en el ejemplo n= 12) y por los puntos 1':2"~ 3",41'15'1 y 6",se trazan parala 
los o xx: 



La magnitud 0-12 ,tornadasobre XX'r -rrD y se divide en 12 partes iguales, 
D= diámetro de lo circunferencia generatriz 
Por los puntos 1,2,3, .. . ,12, se levantan perpendiculares que determinan en e l  eje(3") 

los puntos o,b,c,d,.. 1 .  
Con mdio ~gua l  al de lo circunferenciogeneratríz y centro en los puntos a,b, c, ... 1,s~- 

cesivomente, setraznn los wcos 1 -1',2 -2',3-3' y os; hasta el centro 1 que determinaen 
12 el üftimo G t o  y final delacurvo. 

Uniendo los puntos O-I', 1'-2',2:3', ... Ir- lZt,se obtieneia cicloide pedida 

Su trozo se hace siguiendoel p roced~ 
\ mientodel caso anterior con la salvedad 

de quelas proyeccanes de los círculos . 
generatrices son arcos conc~nir icosai 
orco base. 

A- 
CUADRADO 

RECTANGULO 

PARALELOGRAMO 
h - 1  
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TRIANGULO RECTANGULO 

TRIAFJGULO ACUTANGULO 

TRAPECIO 

TRAPEZOIDE 



SECTOR CIRCULAR. 
k L \ I  

SEGMENTO CIRCULAR 

L= longitud del orco = 
180° 

D=diámetro mayor 
d =  " rnenw 
R=rodio mayor 

II 
r = menor 
A - T ( R ~ - ~ ~ ~  

i%híh&a 
CUBO 

PRISMA DE BASE CUADRADA 
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"qA'vI1DE HEXAGONAL 

a =  opotema 
Asáreo de la base 
n =  nhmero de iodos 
r =radio de la base 
h =  altura de la pirámide 

.t\i ,LO DE SECCION RECTANGULAR. 
: zd~rímetromu,rr, 3=diirr , ' roi  mor 

:or8chcdel anillo ". =(D2-d2] 



TRIGONOMETRIA es lo parte delas MatemÚticos que estudia los relaciones que,igar. 
los lados j los ángulos deiin triángulo y aplica dichos reiaciones, alcóicuio de los eie7ieri 
tos desconocidos en el triángulo. 

Escombnel uso del alfabeto griego (primeras y Últimas letras de il),enla des:ql>q 
ción de los ángulos del triongulo. 

B 
i 
E 

olfa 
beto 
garnmo 
delta 
epsilon 
zeda 
eta 
theto 
ioto 
koPPa 
lom& 

[ xi  
O omiaon 
ii pi 
p rho 
cr siqma 
C " 
T ~ O U  

X x i  + psi 
U omega 

FUNCION,es una mognitud variable, ligada con otro llamada LrARIA8LE INDE?EN - 
DIENTE, en tol formo que, a una variación de ésto le corresponde una variacior: be Ic - 
primera. 

Dos funciones son INVERSAS, cuando ia vorioble independiente de la primero, es - 
función en la segunda y viceversa. 

FUNCIONES 1 RIGONOMETRICAS, son razones entre elementos rectilíneo5 iigogos 
a un ángulo cuyos voriociones dependen de la variación del ángulo. 

ANGULOS POSITIVOS, NEGATIVOS Y SIMETRICOS. 
Son ANGULOS POS1TIVOS,cuondo OE "o- 

o+, 

do mÓviI)se mueve en dirección contraria a Icc - 
manecillas deun re lo j  y si sernueveen el senti- 
do de dichosmonecil los,es NEGATIVO. 

Dos ángulos son SIMETRICOS,cuand-, s. ;n. 
lor absolutoesigual. 

SISTEMA SEXAGESIMAL y SISTEMA C!L 
CLICO. 

La magnitud de un ángulo puede expresa- 
en grodos(sistema SEXAGESIMAL),o en unidades c~clicas(sistema CICLICO:. 

Enel sistema Cexogasindpl6~vi idad es de un grodo(lo),o sea la nonagesima porte - 
del 6ngulorecto 

En el sistema ~klico,el8ngub  unidad,^ unidad cÍclica,o de medida circulor,es el Ónglulo 
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cantral de una circunferenciacuolquiera,wyos lados intercwan un orco de longitudigudalo 
del radio,de donde tomo el nombre deRADlANTE o RADIAN. 

Unidad Cíclica expresadcengrados; 
2 T r =  longitud de la circunferencia 

x =número de gradosdel RADIAN 
de donde: x -L 

360- 2 ~ r  

por lo tanto: x= E=%= ~ 7 , 2 9 5 8 ~ - 5 7 ~ 1 7 ' 4 4 . 8 ~  

Como T e r  uno constante con mhx fijo por ser lo razón de todo circunferencia asud i i  
metro, el Rodion es unÓngulo biendef inido y es independiente del rodiodelo circunferen- 
cia; por lo tanto 180/T = I RADIAN. 

Si 180= n radianes, pord~vis~onessucesiva se tiene 

APLlCAClON -- 
Lo medido cíclico del ángulo de 75O,es: 

x 75 = -= 1.3089975 rodianes 
12 

Cuando un ángulo esta expresodo en unidades c~clicos,poro reducirloa grados, basta - 
multiplimr su valor por 57.2958 

Un ángulo expresado en unidodes ciclicas es igual o lo rozón del arco,al radio de lo cir- 
cunferencia 

OA= r (de uno circunferencia cuolquiem). 
A06  =el6ngulo unidad cíclico o radidn, 
AOC : un Óng JO cualquiera con orco AC de longi- 

tud l y se t~ene: 

LA00  orc.AB r radián r 
Oespejonch LAOC, se tiene: 

L AOC : r o d i h  y como al rodión es I a - 
unidad en elsistemacíclico,quedo: L AOC : f 

Sisetiene unarcri de 25crn. correspondientea un bngulo central en uno circunfarencio 
cuyo rodio es de 30 cm. 

Siendo X,el mgub, sumedida en unidades cíclicos 

Su valor en grados es: 
57.29- $ =47.7465'= 47O 4 4 '  47.4'' 

El sistema ciclico se recomiendo para lo medición de cÍnpulos cuando se opero con. 
velocidades anaulares. 

w = velocidad angular en rodiones,por segundo,de un cuerpo girabria 
v =  velocidod deunpunto enla periferia por segundo. 
r = radio en metros 

De donde: 
,"- - 

Suponiendo que v- 20m. por segundo y r: 2 m, setiene: 

w = = 10 rodianes por segundo. 
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS 

AOB= un ángulo agudo. 4 061 lodo &i! 
CD- perpendicular bajodo de C!p~nto cualquiera tc- 

do en 08). al lado f i jo OA,dal tri&gulo. 
Lasrazonrrntre bs segmentos DC, 00 y OC, forman IasFUNClONEC TR1GOP:GMETRL 

CAS del bnqub AOB 
Sus definiciones son las siguientes: 

-- E - SENO de AOB 

m = COSENO de AOB 
OC 

E= TANGENTE d. AOB 

e: COTANGENTE deAüü 

# = SECANTE de AOB 

-- DE - COSECANTE de A 0 0  

lo diferencia I -cosEQB= rsnoverso A00 
II 3 ,  

1- sen AOB=maenovenoAOB 
DEFINICIONES EN FUNCION M LOS LADOS,DEt TRIANGULO RECTANGULO, 

- 

Sea ABC,el tri8ngulorectingulo y 
o = k HIPOTENUSA 

b b = el CATETO OPUESTO 
c =al  CATETO ADYACENTE 
Los FUNCIONES TRIGONOMFTRICAS del &I 

A gulo"~", saexpreson dela~i~uienternonem. 

SEN. Bi b: cakto 
o hipotenuso 

COS B; $ mt*o odyacMta 
hipotenuso 

TANG.B =+ = OPuSto 
wteto dyocente 

COT, -2 = cateto adyacente 
b catetoopiesto 

= or hipotenuso 
c cateto adyacente 

CSC,B = hipotenusci 
b wtetoapuesio 

SENVERB--1-C0S.B =l-* 

COS VER.B = 1-SN.0 = I - 
FUNCK)NES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS. 
Sondos frn&nescuyoproductoes= I ; por lotonto, pam un mismo ángulo, son FUN- 

CIONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS, el seno y la coseconte, e l  coseno y la - 
secante y l o  tonpante y la wtongente. 

En el tr iáipub ABC , sr$n los def iniciones,se tiene: 
sena= b/a9 cscB=a/b dedonde: 
s e n ü c s c ~ :  ( b / a ) ( a b ) = i  :, 
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de la mismo manera sededucen las fórrnulos siguientes: 

cosE=c/a ; secB=a/c 
de donde: cos 0 sec B = (c/a)(a/c)= l .'. 

cos0: 4 sec y sec~=-& 

De lo anterior se deduce que: 
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, NO SON LONGITUDES,SON RAZONES 

ENTRE LONGITUDES PUESTO QUE REPRESENTAN VALORES ABSTRACTOS, AS1 
COMO QUE DICHOS VALORES NO DEPENDEN DE L A  LONGITUD DE LOS LADOS M 
EL TRIANGUUI SINO o L A  MAGNITUD DEL ANGULO. 

En el triángulo rectángulo BAC,confome o las d e  
finiciones anteriores ,pueden formlorse lossiguien- 

b les iqualdaóes. 
sen 0 = b/a , cosC= b/a 

p, t aqB=  b/c , cotC = b/c BAL secB = a/c , cscC=a/c , de donde: 
cosC=senB ; cotC= tangB ; csc C =se& y por lo tanto: 
El seno, la tangente y la secante de un Óngulo soniguales alcoseno,la cotangente y la 

cosecante del Óngulo complementario puestoque; los ángulos B y Cpon complementarios 
por lo que; el coseno, la cotongentey baemmb se llaman COFUNCIONES. 

FUNCIONES DE ANGULOS COMPRENDIDOS DENTRO DE LOS 90° y 3 6 0 4  

SIGNOS DE LAS FLNCIONES EN LOS CUATRO CUADRANTES 
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CALCULO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. 
ANGULDS AGUDOS. 
Conocidos dos ladosde un trióngulo rectdnguio o una función de uno de losángulos agu- 

dos, pueden expresarse los volores de todos los funciones de Iss dos Óngulos ogudos. 
En el ángulo ABC,wn valores conocidos de 12.2 paro la hipotenusa y 7 poro elco- 

teto opuesto o B pwel  teorema de PITAGORAS,se tiene: 
e a = J i Z E S =  J E F 3 = ~ i o o  =lo 

Las funciones de los ánqulos en 
B y  C,son: 

senB=cosl  z7 12.2 

c o s B = s e n ~ = ~  12.2 

Dodo la s e c ~  = -$ , colculor las demás lunciones del Ón ulo en B 
si 10 secs; 2 - "~otenusa el cateto opuesto = h= ji6 = 4 ,h  m e  

3 -cateto adyacente ' 
sen 8 = &-0.8 
cos B= -$ i 0 . 6  

sec B = = 1.66 

CACOS PARTICULARES. 
AMGULOS DE 30" y 60" 

ABC=un trióngu~oequi~8tero 
DA, perpendicular a 8 C  en0,por A. 
S~BD=I,BA=Z ~ A D = = =  J3 

Por lo cual y según los definiciones fundamenta- 
les que ligan tos funciones de dos 8ngu1os comple- 
mentarios, se tiene: 

sen WO=cos 60° = = 0.5 
- 

60° 

C c 0 s 3 0 ~ = s e n 6 O ~  = $ =0.8;6 
+aqX)ocot  60° = = E ~0 .5764  6 3 

~ 0 + 3 0 ~ = + a n p 6 0 ~ = & = 1 . 7 3 2  , rer30°=crcG00= &= 2 = 1 . 1 5 5  

csc 30°=sec600=2, senver3QU= cosver60°= 1-cos30° = 1 -  - - 0.1340 

cosver30°= srnver 60°= l -sen 3Q0 l -l/2 = 112 =O. 5 
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RELACIONES DIVERSAS. 

se? 8 
-- c, 

- tong B =J-- 
cot e 

csc B = 

t5s  B=- 
i - t  tanq2s 

SUFJAS Y DIFERENCIAS. 

senIA?R)=senA cosB f  coa A seni3 
c o s ( A ~ B ) = c o s A  cosB+-senA sen6 

tang(A-+B)= 
tanq A f  tangB 

1T t m q ~  tangB 

VARIACION DE LAS  FUNCIONES 
ANGULOS COMPRENDIDOS ENTRE O0 y 90° 

AO, posickh inicial del lodo móvil de los 8"- f i  guios aoa', r\oB', A0 y! 
Conmaqnitud OCI , se traza el arco CC' - 

que determina los puntos Q, By 7. 
Por b s  pmtos U, @ y y ,  se trazan las - 

1 1 1  perpendicubres U U; flPy yy',que for - 
O A man vcrios tr ibgubs rectángulos enlos cuales 

y' p ' d c  el cateto opuesto aumenta conforme crece el 
6nguio mientras el cateto adyacente disminuye, por lo tonto: 

aa'<PB'< y y r  y oa'>olO' > o y l  
de donde: 

n- 2 < !!! ,: 2 ,o sea; sec < sec AOP< rec no y 
na'  c,B' c ? '  
ti, cor:Sccutr.c;~ 

C,:a?cio .n&ngu:ova:~a de O0 o OOO,cisensi, lo tanpante y la secante, aumentan 
d.. i.clnr .i.ii.-!rg; a::t ,  i~?sscnn:r , lgc:Ooefik y €1 coscr.0, por ser rec/~rocos& 

<rvioz frincicnec e~~tertores,disrn~rtuyen a l  vnriarel 6ngclo de O0 a90? 



c Si: 
se&= b/a ; b-a san8 y 

cosC=b/a; b=omsC 

c b d o n k s e ~ q m  

UN CATETO CUALWIERA ES IGUAL A LA 

A HPOTENVCA POR EL SENO DEL ANGULO - 
OPUESTO AL CATETO BUSCA00 O POR EL 

COSENO DEL N U U )  AGUDO AOYACENTE A DICHO CATETO. 
Delas igualdades anteriores y de bdefinicidn defunciones ncíprocmw obtlrne: 

a: b/sen 8 = b i henü  = bcsc9 , d i  donde se deduce qw: 
LA HIPOTENUSA ES IGUAL AL CATETO DAD0,POR L A  SECANTE DEL ANGULO 

OPUEST0,O POR LA SECANTE DEL ANGULO AGUCQADYACENTE A DICHOUEfO. 
En conwcuuicia,enrl mismo d q u k ~  ractdngub: 

tonpB=b/c; b=ctungB y 
col C= b/c ; b i c c o l  B 

de Qnde se deduce que; 
üN CATETO CüAU7UiERA ES IGUAL A OTW CATETO MULTIPLICADO POR LA - 

TANGEMEML ANGlKO OPUESTO AL CATETO BUSCA00 O POR LA COTANOEN, 
TE DEL ANGULO AGUDO ADYACENTE A DICHO ChTETO. 

IDENTIDADES 
Identidad trigonométrica, as una iqualdd dgmbraica entre rozarra de un dono& 

qulo,qw se verlf ica para cualquier valor cbtenidoa dkho hgulo. 

a A b  

BAC, triángulo rrctÓngub 

s e n ~ = $  ,cosa=+ 

/ 1 Etnondo ai  cul radokn igualdodes a n t ~  

B A r lo r rs  y m o n d o  mietnboo &rnbro,w tiene: 
C 

si bP+ cL= o' (teorema da ~itÓporos),se tiene: 

sino2€I + cosenoZ 8- 1 

Dividiendo Ios igualdades anteriores miembroo mlembro: 
san8 = &.- . cos8 c_ 
cos 8 c ' senB b ' de 
sen 0 -- E - ton9 E 

COS::,, E, 
sen B 

Elevando a l  cuadrado sec B= , c s c ~  =% y sustituyendo aZ pa. b2+ c2,rewlta: 

R-h - 2- ; c s c z ~  : "2 - &C , de donde: 
t2 - Cl b2 - bZ 
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Ecuocioner trigoM-sde un mismo Ónguio, que sÓbse~tisfacen 

paro determinodo volor o volores del óngulo. 

En 2cos X = secX 

X = 45* , de donde se deduce que la ecuación anterior se sotisfoce soio- 
rrentecuandoel ángulo vale 45O 

Resolver uno ecuoción tr igonmbtrica es encontror su raíz o raíces 

R O ~ Z  de una ecuaciÓn es el volor encontrado para el bngulo ,que la sotisfoce 

Las ecuociones trigonomÉlricas ,igual que los dgebraicas,pueden ser de cualquier - 
grado y simultaneas. 

Cuando uno ecuacidn trigonomitrico contiene diferentes razones,se tronsformoen- 
otra que con)enqa uno sÓb y se resuelve por los procedimientos algebroicos indicados. 

En 3taoga + 3  coto = 4& , como coto= I/tong a,  se tiene: 

3tanqa + 3 k a =  4 i / j ,  de donde: 

3 tangZo +3 = 4 6  tanga .' 

3bqZa - 4 6 t a r q a  +3 =O, que es uno euoci6nde segundogrodocuyo 

incognita es tanq a .  ~edv iéndda ,  se tiene: 

al , es el 8ngulo con tonq - fi = 600 
a2, es e l  ángulo coi! fong = a / 3  = 30° 

Comprobando: 
3 t r n p 6 0 ~ + 3 c o t ~ ~ = 3 & + 3 ~ = 4 f i  

S:+bc , S:superficie 
b = cateto opuesto 
c =cateto odyocente 
9 = 6ngulo dodo 

romo t - c tang 13 ; se t~ens: 

5.. c i  6cel ~ : 5 ? ~ 8 ' ,  ~ust i tuyend~ en C = ; / 2  c2tong 0 ,  se tiene: 
5: !/2 X 6' X 1.333 = i/2 X 3 6  X 1.3332 18 X1.333~ 23.994 c.::' 

i.33L -te!:olor de lo  tongentede B=53°81,0btenidoenlas tablas. 

compaq
Rectángulo



-39 - 
Re&m& - ex& .La +. 
DADA UNA FUNCION. CALCULAR LAS DEMAS. 
Sea sena=% Y 

Siendo el seno la razón de l o a n a d a  

o ladistancm alw¡gen,basta considerar el 
punto P a y a  ordenodoseo=4 y ladistan. 
cio al origen seo =S. 

t Siendo W' y XX' los ejescoord- 

x' 1 K Y O,elorigen, aportir de0 y a n d k &  
M' -3 3 M 

Y' 
de la Ys. positivoqse toman 4 unidades.la 
recto NN'es porolela o XX' y pasa por el - 

punto 4 de Y. 

Con centro en O y radio igual a 5 unidades,se traza el arco CC' que corta o NW en los 
puntos P y P! 

Se unen O wnP y O con P' y por P y P'se bajan perpandiculom que sobre XX',dsIsr- 

m i ~ n  b s  puilos M y M' 
Los 8ngubs XOP y XIOP,sat'isfacen las condicionas deel problemo puesto qwson dos 

&@os con sen= 4/5 = al seno dada 

La obscisa debs puntos P y P1, es 

J 3 G 2  = , 6 % = * 3  
por lo tanto: 

senA=4/5 

COSA' f 3/5 

tangA= f 4/5 
cot A=  k3/4 
secA=?Sn 

cscA= 5 B  

Si latong A + 3/5, simdopodtivocdvolor dado, los dos puntos que satisfacanasto 
condicion,snn: P (3,5 ) y P(-3,-5). 

Como w observa en la f iguro,rxir, 
Y 

I 
ten dos ám#xcuyo tang esigualo 3/5 
 DO^ b tanto; 

tong A = 3/5 
san A = +  3 / G = * 3 6 / 3 4  
c o s ~ = . c 5 / 6  =f 5 f i / 3 4  
cat A = 5 / 3  
= A = * J ~ ~ / s  
c s c ~ = + a / 3  

Si la secA= -* endond. par sernopotivoelvalor dado y +eniendomcuata queb 
distancia se torno~~empnanvdor absduto, es d.cir,posttivo, lo absciso es negativa. 

Sobre doje XX' y opartir b O andloccibn a X',sotraran 3 uniddes y sehace 
NN' paralela oleje YY' 

Con centroen O y radio-4 unidabs,satrazoel arco CC' quecortaa: -: *JrJam 
los puntos PP'. 
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O yW,wkn 4 unidodos y forman dos b b r  qw 

sotl i iaan las conUcionasd~1pillciino,pwito~ onda 
Ónguloscuyawcantees ipwl a bsmntedado,por 10- 

si * c ~ =  -+ , 
wnA.2J7 4 

Si OZ= o, los coordenadas de Z ,puntosobra al 
lado móvil, son (o,O), de donde: 

FUNCIONES DEL sen 00, O/o =O 

ANGULO DE O0 COI 00= a/o = I 
tonpOO= O/a = 0 

Z(0,O) cot O o = a / O = ~  

mc 0° = a/o = I 
CSC O0=0/O=co 

Si OZ =b, lasccordanadar de 2,puntosobre el 
bdo mwil,ron(O,b),dedonde: 

Z [O, b) sen90°=b/b=l  
cm 900 =o/o:o 

FUNCIONES DEL -9V' = b/O=oo 
ANGULO M 90° Lx cot S ~ C  csc90° 90° 90° : = = O/b b/0 b/b =a = :O l 

FUNCIONES OEL 
ANGULO M lBOO 

S i O Z = b , b r ~ & Z , p u n t o s o b m e l  
FUNCIONES E L  lodo &l,ydO,-b) ,  k donde: 
LINGUU) DE 2700 sm2/O0=-b/b=-l , coa 27@=01b=O 
Z (O, -b) l- m27@'=-b/O=-a> ] C O ~  270%/-b=~ 

27@-b /O:oo , cs 2w=b / -b=  -1 

Si OZ :a,las coordenadas de Z, punto sobre al 
Y 

lodo m6vi1 son (-a 0 )  dadonde: 
rln 180° = '010' =O 
cos l8O0 : -a/a=4 

, Zka.0) 

t o q  leo0 = o/-o =o 
cot 180°, -a/o= -<x> 

sec 180°= o/-o: - 1  
O csc leo0 = a/O=m 



x En el Óngulo de 360°, sus funciones KHI iguoies 
a los kl Óngub dr 0°, puesto que sus cowdenodas 

FUNCIONES DEL scn bs mismas. 
ANGULO DE 360° 

C S,' 

/ 
/ 

~mhndom~ntabsamajomodebst& 
gubs rectb iQib OP8 y OAT , O PB y OCS y 
siendo OC=OA=OB = 1 ,rasuito: 

*"~:eBzPB,pe 
OB I 

c o s ~ . ~ = y . o ~  
t - m B : m = - = & ~ ~  

OP m I 

* *rn=g= 
~ C ~ ~ : ~ : ~ + L O ~  , ~ C M s : ~ = ~ : ~ : O ~  

Seómtuminm los dgnosdr bs  funciones repnsentodaspor nctos,oplieandolorp& 
cipior riguhhr: 

Todosqmonto pwpendicukr alyja&Im -(ajo da b s  X 1,- positivasise 
tomo m o r r i b o  y n w t i v o  sise toma paro &ojo. 

Todosrpnwnto perpendicula ol shh l o s s e m ~  (eje de los Y ), esporltivo si se t~ 
ma o b k n c h o  y nrgotlvo sisa tomao b izquirrda 

Lo secont. y laeoricantr m p d t i v a s  siso tomonsobre r~mdiooluprobngodDn 
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que pasapord e x t m  del arco intucrptado por I w  Iodos del tribnpuio y nepotivossise - 
hocenen 8oniidoCOntmrio. 

cos(o+b) = coro cmb=sono srnb 

tonp(o*b). tango*+ongb 
lTtonp o longb 

cosa-cosb=-2 srn O+b $en* 
2 2 

2 

Dados o y c, encontrar A,B y b 

m n A =  a/c 
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Dodos A y a ,  encontrar B, b y c 

B=90°-A 

aLcot A 
b = a m t A  0wo:- 2 

Dados A y c, encontrar B,o y b 

B=90°-A 

a= csan A 

b=ccosA -]c 

Oacbs A,B y a, encontrar C, by c 

b:s!EB 
sen A 
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Dados C,a y b,enmntrar -2 8 

f i , A , b y c  

+ i ~ + e ) ~ w o - ~  2 c A c 

dreo = 1/2 ob san C 

Dados o, b y c,encontrar A,B y C 

Es un N!.IMERO COMPLEJO, la representación de un ENTE ABSTRACTO por un- 
par de nimeros reoles cuaiquirro, dados an orden pref ijodo. 

Siendo g y o ,  primero y  sequndo componentes del cornpiajo a, se tiene: 
a = ( a , b )  

PROPIEDAD. 
Sonigeales IosnSmezos (o,b) y (a',U 1 ,  cuando: 

0:-J' y  bzb' 

ae donde: 
( 5 , h ) = ( 5 , 3 )  y  (5,i)+(f , S )  

r , ra que los ENTES DEFINIDOS, comprendancomo un coso particular alosnúme, 
ros reales. por convencibn seadopta pan cado m ?&,la expresión compleplop) 
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de donde: 

O, tiene como expresión complejo (0,O) 

Los n h e r o s  complejos NO REALES, se llaman IMAGINARIOS 
Son IMAGINARIOS PUROS ,los &meros (O,kl, cuyo primer componente es nulo 
Es UMDAO IMAGINARIA cuando ( 0,I ) y se represento por "i" , por lotanto: 

(0,I) = i  

La representacidn gráfico de(o,a),en elcompo complejol se encuentro situadosobre 
el pbnovectw wpaso por el 30 y el la, cuadrantes. 

LA  REPRESENTAClON CARTESIANA DE LOS 
COMPLEJOS ES DE GRAN UTILIDA0,PUESTOQüE 
ESO PRECISAMENTE ES PARA LO OUE FUERON - 

a ---- A/ CREADOS,O SEA,OUE SIRVEN PARA REPRESEN 
TAR UN NUMERO CUALQUIERA EN UN PLANO Y - 
N0,SOBRE UN EJE. 

X 
En Analítico,cada punto del plano depende desus 

coordenodas ,pero en los complejos, estos coordenol 
das mc~njuito~representon elpunto requerido o sea guees una extensión dela reciaal 
plono,qw qmda representado nu&ricamente codo puntodel plano por el complejolo,b) 
que compone sus dos coordenadas. Reciprocomente; todo complejo represento un nc - 
mero IbmoQ AFl  JO &l cq_mp&g. 

Cumdo: 

De donde: 
X 'X  ,eje REAL 
Y' Y ,eje IMAGINARIO 

a(2,O) .-Es unnúmero REAL. Caso de larecta. 

a(Ol 1). -IMAG!NARIO PURO 

Es un VECTOR todo segmento cuyos extremos se consideran en orden determinodo, 
siando el primero1Ei ORIGEN O" y el extremo ocegunrfo"el COMPLEJO A",~I cual - 
puede quedar determinodo dando sus dos proyecciones (componentes del vector),sobre 
los ejes y tienecomomedida )os primero y segundo componentes del complejo A, porlo tq 
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to;end plmo ~ m o , ~ p r e h a b r d  una correspondencia uniloterolentre un punto y un- 
vector y coda unopurdrtomorw c o m o m ~ t o n t i d e l o t r o , p o r  lo tanto: 

Una longitud,serÓ skmpre,un n6mero rqpl y y i -  
I& puesto que: 

c o n p j o  A (a,b) 
O (Ojo) ,de donde: 

La lonqitud del segmento OA , es el y 
 positivo"^", al cw l  sele lloma MOWLO o VAU)R AüSQ 

1~~ LUTO de P,dedonde: ---- ~74 MÓ~UIO P = J ~ ~ K V ,  = IPI = m puestoque 6 MWULO O y ~ n o c u m i m  o VALOR 
ABSOCUTO ddcompkP A d (a,b),de donde: 

p=1n1=ta1 

Adoptondo~mosmtidodrq~aieontrbrioalas manecillas del rabj,aportir dil eje 
X , re lbm d.1 tanpkjo A 8 (a,b) ol dnero  8, o seo, la medido del angub - 
qw OA formo con eleje X y r d  ~umentoa,Q donda: 

~erÓundmero meduo entre O0 y 360° si sa adopta la medida -a%q8shal y si se 
adopta b midido cÍclica,s& entra O0 y 2r,q~donóo eneste Último caso el Vectw canplg 
jo. 

A)punas wceucmieneconsiderar,noel wbrü w e  
el wctor fama con el &eje ,sino euúlquiara d i  bs  - 
n d m d  8 + 2 ~ s  ,s¡endoK:O,fI,-C2,.r... quen\i_ 
den bs infinitos ángulos determinodos por el aígentx 
cmelextremo m. 

Teniendo el argurnento(8) compdidoentre n y 
2 7 ,  o sea: 

180% - <360° , suele serw argumen- 
a 2r;3600 to 2 w  (30 y 40cwdrorrks),dedonb: 

8 - 2 n  cuando 

225°-360P--1350, que es un nlmsro negotivoy 
~ d a ~ a W i o r  a s,skndo +, según se encuenf re en el 20 Ó 3a cuadmnte. 

I k lomt i r io r  y poyectondo,sa t#ne: 
a=(o,b) 
a=?cosB , proyncciÓnI,raX 
b = ~ m n a ,  Y 

Racipmmmente, teniendo a y b , se calculan r y 8 por los reloáonas, de donde: 

, t 0 5 8 = 9  ,Sen8=? ,bng8:% 

Rm cdala el 8(argunmto), es necesario conservar b s  signos dea y b, poroveren que 
cuodmnte prda el vector. 

8:tanglI'ósen8=~/2=~.~ 

I Y 
4.3 

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo



Los n k o a  complejos r8  y r 1J( son igualar,cwndo #S mÓdubr son ipuain y sus 
gunentosdifiaren en niimeros enoctorbcircunferencio. 

r = P  y 8 = * + 2 ~ w  
Para que r8 sea nulo,timnqueser nplorsus d w c o r n p o m n t . s I o ~ r ~ O  ya que el 

seno y el coseno nose anulan rimultdnaomante 

Un complejoen forma POLAR ,es nulo cuondo cumdduloos nub. 

00s compiejos que tienen e1 primwcomponenta ipud y el r r p d o  opurto,se Ibinon - 
CONJUGADOS. 

(a ,b)  y (a,-b) , (-1/2 ,&) y (-1/2,-fi), wn CONJUGADOS 

Tanondoarqumentos menores de a, resulta: 
Dos complejos i o n  conjugados cuando t k n n  ddu los  iguaks y orgumantosmes- 

tos y; 
Dos compkjoi son opuedoa, cuondowrmÓdubi i o n  Iguales y sur o r tpmrn tosm 

dlterentas an a o en un mlltiplo impar da a. 

Las potencias de i y de - 1 ,  son iguoles en los nÚmwos reales y en la imoginarios,sm 
iguales y de signo contrario. 

La potencia antera y porltivo &un factor  complejo,^ o M l w  alalrvor ol módubala 
mismo potencia y multiplicando el argumento por dicha ootmcia. 

S w a  
Siendo Ioacomphjos (o,b) y (ol,b'),losumodiellos es; (o+o',b+b'), qua ti0n0 

como componentes la sumo de los componrntai de ombor, da dondi: 
(a,b)+(a',b')=(o+ol, b+bn) 

la,O)+(a',O) = (a to l ,O) ,  queaselresultodo debsuma denhn-  
ros reales. 
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El proaictode uncomplejo por unnúmero reol, se obtiene olmultiplimr porirte,bs - 

dos componentes. 
(o,b)m 4om,bm) 

R& 
Oodos dos m p l e j o s  cuolquiem o y a' 

(o - a', b- b') , de donde: 

a-a' 

Todo complejo r uno sumo deui n h w o  real conoiro imaginario puro. 
lolb)= (o,O)t (O,b)=otib,queaslaformo BlNOMlCA &mpm, 

sentar un canplejo,slndo más usoda que la forma (o, b y aquivob O drrcomponw u, 
vector en sus dos proyeccioms ocomponontes, sobre br ejes catesianos. 

d 

Sust¡íuyendo o y b, por sus valores, en la tormo Bindmica,re thne: 

n h o  como producto de sum&ulo y un nucivocrmpkjodemddulo 1 
A esto expresión se le llomo FACTORIbi O TRIGONOMETRICCI 

~ícosB+isenB) 

Dodm uoriosvectores, 
se tiene: 
a+G+B'ctc'otz=s 
o seo- 
Sxtn&+~+crr,+Eq=q y 

oTy+~~+iiiii+Cay+EY =SY 

En elmétodo analítico, el vactor que represento uno sumo de nlimeros compiejos,ES 
LA SUMA DE LOS VECTORES OUE REPRESENTAN LOS FACTORES. 

Si la sumo es olqebraco (con sumos y restas),basta sustituir losvectwes que estosrg 
presentan, por sus opuastos 

M+. 
(o+bi)(c+di)= oc+o(di)+cbitbidi=oc+od i +bc i+bd.ig=(oc-bd)t(ktd:. 

Se Ilomaproducto &un nJmero comple)~ (o+b)tbd +bc)i, al n h r o ;  
(oc-bd) + (od+k) i  ,que resulto bnuiiipliccirlas codo una,unoo- 

uno y sustituir-¡ por -1 
Los prodUEtossucesivos de i , son: 

Escribmndo km foctares en fama foctwiol,se tiene: 
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El  d d d o  deun producto dedoscomplejosenformo pobr,es igual AL PRODUCTO DE 
SUS MODUUiS Y SU. ARGUMENTO, A L A  SUMA M LOS ARGUMENTOS. 

(rB)(r!aa)=rr@+87 

Un producto de complejos es NULO, cuondounodewsfoctores seo i gw l  o O. 
rrl=O y sies nJlo r o r ' ,  bosto y sobro y es cierto pomcuol  

quier nSmero de foctores 

3Wibión 
Resulta inmediatamente de: 

(ra)(r18') =rr8'+83, que do dos nuevos cow~lejos R 4 y r a  sien_ 
doelmÓdulof0, 

Existeun nhmero Único que multiplicado por r8  do como producto R+,  de donde el Q 

ciente de ( ~ 4 )  (r8) 

*=;a: que ti- cornomddulo el cocientedelosm~ulos y como 
wgumenlo, hdiferenQo del argumento de1 dividendome, 
nos el orgumntodel diviux. 

R&ds&, 
Dado un comple'o' 

~ / & 8  + i san 81, ver sieiists o~gún nirrnero complejo  coa Jl+ isanJI) 
cu ya potencia ; coinckb con oquél ; 

pn(cosni)i tisan n$) :~(cos8t isen%) 
Lo anterior se verifica, cuondo los módulos m ipuoles y losorgumentos difieren un 

n J m o  exoctodo circunferencias. 

El mddulo e de la raíz buscoda estb perfectamente determinodo y lo mÍz es lo soma 
de e. 

Encuonto a l  argumento en suexpresiÓn,figuroun dmwoindetarminodo K ,que pue- 
de rec ib i  todos los valores enteros 

Dando o K Vobressimples,se obtendrch lossiguientes argumentos: 

[$)(+)+ , -$+.% , ... ++(n-a)% y 10 diferen- 

cia decuolqoiem es: 

Si rr par,elindice n=2n0, se obtienendosroíces reolesdeargumentos 0 ,y  ? = T ,  O 

seo gue uno mízes positivo y otro es negativo. 
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nc (COSO t i  seno)=%-, que son valores conoc,idos. 
Si 5 es impar, d o  se obtiene una rak real y positivo de orgumen to K 
Los argumentos de las raíces son: 

Paro distinguir b raíz real o aritmética def~nidadelarah gansmil,se tiene: 

" 6 )  : n & ( c o s F  +i san= n ) 

si o=l 

i =  m = c o s T + i s e n F  (~=0 ,1 ,2 ,  ... 
formoque da lasroíces n d 1 si 5 es par o los raíces de -C I ,si 2 es impor,resulta+I 

Los AFIJOS de los n raíces de 1, son los vértices deun polígonoregular den Iodos y 

radio 1 
Los PRODUCTOS,COCIENTES y POTENCIAS de iasra¡ces n de 1 , son también rol' 

cesn de i 

ESCOLIO. 
Cuando: 

"JrTOii rnJo =nm=i 
Los mlces n de cualquier número complejo, se reduceno las raices n de lo unidad. 

Las roices n d e l  ,sedividenendos clases; las raices de i deordeninferiora n,lla- 
modos PRIMITIVAS DE ORDE N , y las de orden menor que e 1 y por lotanto es 
cada una primitivo de cierto orden n'<n 

3 d .  
Incremento deuna f unción ,es el EXCESO DELVALOR FINAL SOBRE EL INlClAL,o 

la diferencia entreel valor de lo función cuandola wriable REPRESENTASU VALOR FI- 
NAL y el VALOR DE DICHA FUNCION CORRESPONOIENTE AL VALOR INICIAL DE 
L A  VARIABLE 

Si lavariable r pasa de un vabr inicial g, o un valor final p ,lo diferencin b-o ,sello- 
mo INCREMENTO DE L A  VARIABLE x. 

Si una función y posodeunvolor inicial y, ,a uno final y ,lo diferencio y2- y,, sella- 
ma INCREMENTO M LA FUNCION. 

Sea lo función y = x 3  y unvolor determinado de la variable x 
Si x , = 2  , yl=x:=e 

Si x recibe un incremento h = 2 
g = ( x , +  h)' at2) '=64 , sdndo enestecao,el i n c r a m t o m c i ~  

do por la funcih: 
64 -8: 56 

Lo letro griega A antepuesta a la vaiable, sea independiente o función, significa elin 
cremento, de dondi: 

Ax , Ax', significan respsctivomrnte,rl incremento de la voriobli 



-51- 
x y el incremento de la funci6n x3 

la derivadodeio f unción , e s e l w  hacio 
el cual tiende la razón del incremento de la función al incrementode lo var~able~cuando m- 
bos tienden a cero. 

Anteponiendo lo lstro D,a una funciÓn,se indica ia derivada de dicho f unción, de donde: 

0 x 2  10 derivedo de !S funridn xZ y poro expresar que 4 es el vo- 
lor de dicho derivuda y para uiva!or 2 de lo variable x , seescribe: 

~ x c 4  
X . 2  

En los siguientes valores: 
xZ,uno función delovoriable x 
a, =2, un valor determnadadedicha funcibn 
h, el innementode kvarioble 
(x,+h~f la función incrementodo 
(x,+qj2-x:=~,el incremento de la función 

Tobulondo,se tiene' 

Ce dondese deduce: 
Cuando la vorioble p o x  d t l  vofor 2 al 5, lo ?~?ci6r. pasa del valor 4 oí 25 y su in - 

cremento es 21, ¿l !ltcrs.obse e o cinco crece en términarnedi0,con uno rapidez igual 
o la de lavoriabfe a multipliccrdo por 7. 

Cuando lo voriable aumenta en 2,113 función aurnmta m 12, elintervalo de dos o cucitro 
creceentérmino medio,iquol ala de lavariable x multiplicada por 6 y asfsucesivamente,de 
donde: 

La rapidez medio onúrnero queexpreso cuonto másrápidomente crece la variable, se 
conserva congantemente superior a 4 cuonto mÓs se acerco el incrementode lavariable a O. 

Se llamo OERIVADA DE LA FUniCION, al limitede la ropidez media 
Alguncs veces se designo con h ,  al incremento de lo vorioble independiente y con 5 ,  

al de la función. 
Deloonterior se deduce: 
Que poro obtener lo derivado de uno función hoy que efectuor las siguientes opemc& 

nes sin variarel orden; 
lo - LA FUNCION INCREMENTADA . 
~ O - E L  INCREMENTO DE LAFclNC!ON 
3O-LA RAZW M LOS INCREMENTOS y 
4O-EL LIMITE A QUE TIENDE DICHA RAZON CUANDO EL  INCREMENTODE L A  - 

VARIABLE TIENCE A O. 
En lofunáÓn: 

y = sen x , sieridr k ei incremen+o dc lo ~arioble y K el cncrernentode la fun.- 
ciÓn,se t!ene: 

Lo función incrementodo 
y t K  - 5eqixtn) 

lo cremen!^ de lo f ~nción 
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dividiendo entre 2, los dos terminos del segundo miembro: 

-- - d c o s ( x - h / 2 )  
h h  

2 
~ Í m i t e  de brozÓn de losincrementoc. 
Teniudoencuenta quedlÍmited8 bmzhn del seno da un ángulo olmismo~npuio,es i 

cuondoe l~u lo  tiendea O y que el límite de cos(x-h/2),es cos x ,cuando h tiende0 O, 
resulto: 

Dsen x -cosx  
Inversomente 

D cos r = -senx y os~sucesivamente. 

ad&lwk-.....(+- 
OERlVADA DE ONA CONSTANTE "c" 

y - C  
OA =o ,unvalor determinado de lo variable independiente x. 
AB=h, un incremento orbitrorio dedicho variable. 

y t kzc ,  funci6nincrementoda. 
k - 0 ,  incremento de lo función. 
k/h =O, razón delosincrementos 

1 I !  l im k= Dxc =O,volor de la derivada. 
I J C  h-O h i 1 j * d o n :  

LA  DERIVADA DE UNA CONSTANTE ES O 
O A B dedondeseobservo que y =c,es unopomleloo 

X'X y la diferencia entre dos ordenados correspondientes o los obscisas "a" y 'a+hW,es 
cero.Siendo nulo e l i ncmmh de lo ardenoda o funcidn,lq dwivadogs ~ o q  

DERIVADA DE UNA VARIABLE CON RESPECTO A SI MISMA. 

Sea D,X 
si y -x  

y+k=x+h 
k =  h 

k/h: 1 

Lo fig.,indico que k/h = tong45O si, cual 
quiera que seo el vobr de h, por lo tonto: 

LA DERIVADA DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE CON RESPECTOA SI MISMA, 
ES I 

MRIVADA M UNA POTENCIA DE X 



En conseaiencie 
PARA OBTENER LA CERlVADA DE UNA POTENCIA DE LA VARIABLE INDEPENüiEl 

TE, MULTIPLIWESE POR EL GRADO Y DIVIDASE ENTRE LA VARIABLE YA SEA EL 
EXPONENTE, POSITIVO O NEGATIVO, ENTERO O FRACCIONARIO. 

DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES, ES IGUAL A LA SUMA ALGEBRAICA 
DE LAS DERIVADAS DE ESAS FUNCIONES. 

Sean: 
u =  f,(x) , V= f2 (n )  , Z =f,(x) 

DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES, ES IGUAL A L A  PRIMERA POR 
LA DERIVADA E L A  SEGUNDA,MAS L A  SEGUNDA POR L A  DERIVADA DE LA  PRJ 
MERA. 

Sean : 
U:f ( x )  y V = f  (x) y su producto y-UV 

LA DERIVADA DEL PRODUCTO DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION , ES 
IGUAL A LA  CONSTANTE POR LA DERIVADA DE LA FUNCION. 

LA  DERIVADA DEL PRODUCTO DE VARIAS FUNCIONES, ES IGUAL A LA SUMA 
DE LOS PRODUCTOS DE LA  DERIVADA DE CADA FUNCION POR LAS DEMAS FUN- 
CIONES. 

U,V y Z ,funciones con ipual variab independiente. 
y = WZ , S u poducto. 

de donde: 
b U V Z =  U V k Z  t U Z ~ V + V Z D , U  

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCIONES,ES L A  DERIVADA DE LA FUNCON 
( y  1, CON RESPECTO A L A  FUNClON INTERMEDIA(u), MULTIPLICADA POR LADE 
RlVADA DE ESTA CON RESPECTO A LA  VARIABLE INDEPENDIENTE x. 

SI: 
y =  un 

DERIVADA DE UN COCIENTE. 
Si: 

y= Y 

o sea: 

EL PRODUCTO DELDENOMINADOR POR LA DERIVADA DEL NUMERADOR,ME- 
NOS EL  PRODUCTO DEL NUMERADOR POR LA DERIVADA DEL DENOMINADOR,OJ 
VIDIDO TODO, POR EL CUADRADO DEL DENOMINADOR. 

LA DERIVADA DE UNRADICALDE SEGUNDO ORDEN, ES IGUAL A LA DERIVA- 
DA DEL RADlCAL,ENTRE E L  DUPLO DEL RADICAL 

y =& , endonde; u = f  ( x )  
Se t~ene: 

2 f i  
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L A  DERIVADA DE UNA FUNClON EXPONENCWL ES G W L  A L A  FUNClON MlSMq 

MULTIPLICADA POR E L  LOG.NATURAL DE L A  BASE Y #)R L A  DERIVADA DEL EX- 
PONENTE ,CALCULADA CON RESPECTO A r . 

S i  aU,cuondo u = f ( x )  
0, au- auLaD,u 

DERIVADA DE UNA FUNCIGN LOGfiRITMICA 
Stendo y = L u  

DERIVADAS DE L A S  FUNCIONES LOGARITMICAS 
Derivada del seno de un ángulo. 

&san u=cosuD,u , cuandou=f (x )  e y = s e n u  

cuando I3,senmu = m  senm-' u cos u D, u 

Derivodo del coseno be un~ncjulo. 
DXcosu = - senu Dxu 

cuando q c o s m  u = - m  cosm-' u senu Dxu 

Derivoda de latangente deun ángulo. 
~ t a n g u = s e c z u  D# 

cuando D~ tangmu = rntangm-'U sec2u D,u 

Derivada de lo cotongente de un 6nguh 
G, cot u =csc2u D,u 

cuando ~ , c o t ~ u  =-mcotm-'u cscZu %u 

Derivada de lo secante de un Óngula 
Dxsec u = tongu secu Dxu 

cuando Dxsecmu= m sac"8 t o q  u D,u 

Deriwdo de lacosecante de un Ómuio. 
D, csc u = -cot U csc u DXu 

cuando Dxcscmu =-m cscmi coi u Dxu 

DEWVADAS DE LAS FUPICIONES INVERSAS. 
Lo derivadade uno función es recíproca de su inverso. 
Derivada del angulosen u 

y - óngulo sen u 
u=sen y u 

~,Óngsenu = 7'- dT-3 
Derivado del 6nguio cos u ) Derivado del ángulo secante u 

D u 
D - - -  - 1 ~,dngsecu=*- 

u m  
UerwOdO del angulorangen?e u 1 Derivada del dngula coseconte u 

Dxánq tan2 A -  1 0 , ~ ~  csc u = - -' 
--- - U E  

Deriiada del ~ ~ g i i l o  cotancjenle u 1 DERI'JADA DE L A S  FclNClONES IMPLlCl - 
1 T A S  

D ~ ~ G ~  c 2 t d -  - &'' - 
t + u  

2,f ( x ~ Y )  - 
I --.-_- 

1 D,f ( % , Y )  
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DET- conjunto denhmeros que colocados sisternÓticamente dentro 

de un &bolo,re~resenta un conjuntode operacims,con lassiguientes caracterÍstiaot matg 
mdt icas 

TEOREMAS 
Un determinante de cualquier ordsn es nulo,si son nulos todos los términos de una fila o 

deuna columnakl deldeterminonte lo do,el númerodef ilaso columnas) 

Determinante de 3er. orden. por tener 3 filas y 3 

Permutando dos f ¡los ocolumnas adyacentes, el determinante combia designo comer- 
vando sumismo valor. 

En un determinmte pueden combiorse las cdumas por fibsolas filaspor columnas sin 
alterar su valor. 

Cuondoundeterminmte time dos filas o colurnnos iguales, suvolcresnulo. 

Sien un Peterminontese multiplican todoslm 6rminos de unaf ilo o de una coiurnna,éste 
quedord dividido por Uicho factor, sin alterar su valor. 

o, no, 4 I h i  I/na2 I/nn, 

A.1;: :i $.Ir: ;t$nl ;; 2 :zl 
Cuando un dekmnante tiene dos f ilos odos columnosp~orcionoles,su valores nulo. 

Un determinante de cualquier orden,no cambia ni ssaltera da valor,crando o todoslos - 
t¿rrninos de una fila o de uno columna se le suman orestan los términos correspondientesde 
cuolquhde b s  @ros columnas, previomenta multiplicadas por cualquier factor 

EJEMPLO: 1 -2 5 - 1  -5 4 1 ~ n ~ i c a ~ 1 a  6 co~~rnnati)por-2 I q r a  3 -E P 5 - 1 1  
5 comofactor 3 -2 -5 

O 11 2 5 ysumandDconla resulto : -5 7 -3 +6 
d 7 -3 6 14 i*)renulta= 7 - 3  6 (11 IU (11 

IiI  (2) (S) (4) 
b 
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multiplicando la 
cdumnotr~ por 
t 2  y sumondocm (11 2 5 9 sunondo bsfibs 
lata, resulta = -5 (p 3 -2 -9 c~,y ir,  resulto =-5 

(31 4 7 -3 0 1 

wzcin t t z :  
Las rectas X'X y Y Yt,perpendiculores entre sí, dividen al plono en cwtropartes iguoles - 

llomodas CUNHANTES y el sent~dode lectura es dcmtrorio de los rmnecilbs del reloj,pw 
lo tonto: 

La recto horizontal X'X,es el ejedelas Xs 
y lo vertical YY', eleje delos Ys. Suhtersec- 

Cwbante Cuodrante ción 0,selloma ORIGEN. 

COORDENADAS. 
IAI posicidn B u n  -en un plono,es fijada por susdistamios o losejes. Oithos distan- 

cias se llaman COORDENADAS del punto 
ABSCISA de un punto P,eslo disto& e. 
ORDENADA de unpuntoP, es b distancio LP. 
La obscisa y lo ordenada del punto P,se I l o m  

COORDENADAS RECTILINEAS o CARTESIANAC 

**i 
SIGNOS DE LAS COORDENADAS. 

ñ cuadrante 
ordenoda positivo (+)-.-(+) 

abscisa n e g ~ t i v a ( - ) ~  
X' absciso negativa (-1-1 

ordenado negativa(-)+cordenodo 

m cuodmnte 

1 cwdronte 
ordenado positivo 

r (  +) obsciso positiva 
U Vt) obscisa positiva X 

negativo (-) 

Ncuadronte 
Y' 
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. 

A(xI, y, ) y B(x,,yg , puntos extremos 
d brecta AB y cuyodistancia (entre A yQ), se 

AC,paolebo OX 
BC, paralela o OY y perpendiwbr a OX 
ACB es tri8nqdorectÓqulo,por btonto: 
~AB!=(AC)*+(W)~-----(I, 

como AC-CD-DA= x,-x, y 
CB=EB-EC = y,-y, , sustituyendoenc ii 

se tiene: 
( ~ ~ ) I ( x , - x , f  +(&-y$ y AB= J(x2-x , f+ íy2-y l f  

lnterrombiondo x, y x,, y, e y, , el volw de AB na voriq puasto qw: 

Siunodekspuntosesd ORIGEN y el otro es A(x, ,y,),lo distancio A al aigen es: 

Y 

n ~ 1 ~ - ( 6 + 3 f ~ - 2 - 4 $  81+36 -117 

:. ~ e = J i i I = 3 &  

( 117- 9x13 como 3=&, queda: 
m = 3 & )  

..------ ------- 

Calculor las coordenodos da P(x, ,y,) ,equidistante da A(9,3) ,813,7) y C(-2,6). 
endonda: 

PA=PB =PC, osea: 
' 

J ( r , -~?+ (y ,  -3)': J ( ~ , - 3 ) ~ t í y ~ - i ) ~  : d x , + 2 f + ( ~ ~ - 6 ) ~  

Elevando alcuodmdo coda unockilos dos primeros rdcoies: 
(x,-s)'t(yl-3)= =(x , -3?t (y ,  -7)L 

Elevmdoolcuodmdo d primero y tercermdicol y reduciendo: 
l lxl-3y, -25 -----,------ (21 
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ñiaituyendo rn (2) o x, por su valor: 

AREAS POSITIVAS Y NEGATIVAS. 

AREA M UN TRIANGULO 
Cmci indo br axwdmadasb los vértices 6 un trióngulo, pm& cokulorsa su wp.r- 

fich m f u n ~ h  de dichas coordrnodos. 

En el+ingulo ABC,ws coordenadas wn: 

Cuandosi triártgulo tiene uno desus &ticesen 
el oripan y ias cmrdenadas &sus otros 6 r t iws  
son: 

A(~ , ,Y , )  B($YJ 

Proyectando ¡os puntos A y B sobraeieje de b s  Xs.,se~obtimen iospuntos 

4 

X 

A', 8'. 
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dedonde: 

OAB =WB-OA'BA --- -( I )  
A r w  daOA'B=1/2íOA')(BB)=I/2 ($,yz) -----(2) 

El cwdrildtwo OA'BA,comprendr el tri8ngub OAIB,m¿s ei trikguio AA8BIei moles 
equivdmk d triángulo AA'Bi por Wnw la misma bolo e igual olturqpotbqr ash cuadri6 
kro esequivd.nk d tdngulo OBA ,de Qndc 

braciOAB=~/2(~,,y~-~~~y~ ) 
ExprasoQen Determ inante, se tiene: 

M O A B = I / Z ~ ; ~ ~ ~  
= 1 / 2 ( ~ , ~ ~ 2 - x t , y , ~  

Cwndoel tr~ulomtisnodIIQiiv&rticswdorigan. 
Y 

A($ ,Y, ), B(x2,yZ) r C(x,syI 
ugi&"dalaswt*wcanelaipen.lsfom\oirbbtr- 

OAB,OBC y OAC dedomk 
m c = w  tO6c+OAC 

sustituyendo 106 &res comomdcoroantuior, 
=tiala: 
&ea Af3c=~(xll +- ii.y,)+ +%Y, -'.yz) + 

+h(~yi -x i ly , )  , & d e  

.O 
X 

Rstmdo smsivomen loprimero fib <kmdo uno de bssipuienta quedo: 
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ABC, triongulosupi»~to y sus coordenadasen A(2,3) ,en E(-3,4) y en C(3,-5) 

de donde: 

AREA NULA. 

1' 
B En la flp.OABCD,suscardanodos 

A(0,51 B(3,2),C(-3,-2) y 
O(-S,O) 

en cbnde,el triÓngulo CSB,esipual 
al tr ihgdo ODC .'. 

&ea AECD=5 - (+5 )=0  

ECUACKINES Y SUS REPRESENTACIONES 
Ewacianrrdo wtlugor 0#ndtrico 

La expndn y =x ,indica ser unlyprgeodtrieoenQnL codaunodesuspntostim 
d n o d o s  iguoles, oseo: 

Si y= l , x= l  , siy=2,x=2,s i  y = - 3 , s - 3 , e t c  

Laexprr*dn y=3xt2,dhdicandoqus 
para wdopunto,la adsrodq~sel triplede lo 
obsciso ameniodo en 2, de Qnde: 



Encwwuuicio: 
U ECüACION DE UN UKiLVI GEOMTREO, ES LA EXPRESION W E  INDICA LA CQ 

NEXlON OUE DEBE EXISTIR ENTRE LAS COORDENADAS # UN WNTO Y CIERTAS - 
CANllCILLDES CONSTANTES PARA QUE MCHO PUNTO SEA DE ESE LüGAR GEOME, 
mica 

EiUitandoá cbsm de cantidodes; CONSTAMES(obsdutasoorbitmrias) y MRIA - 
RLES ( i n d i p w s d i  y drpwdirn(wl. 

En lo uwcidn: 
y:x'-12r+32, soobmruoquc, otodoeambimdex corresponda 

otro poro y ,  porb tanto: 
x= lovoriobh INOEPENOIEHTE y 
y =lavariabh DEP€NOlEKTE 

En krcweibik unocircunfamtio $+ye=aC, lo mqnltuddilradio a,voría r r g h  
sea d probhmo o que rr nfiim,purto que es ducidn o wrki probkmo8,de donde y PO- 
rodktinauir a e s t o s c ~ ~ i a n t r a r # h w k l  sokllmrmn PARAMETROS 

Los furcmespueden nipresentarsepor métodos Cmtesianos. 
%n& en UIO earrcidn no inte~inen 1-166 variables quelo 6 y lo y ,se trotode uno ecw- 

ciónrn coordinadas Corteskmos. 
S i l o  función y 2 2x+l; pom trnzar Iaqrbficoquenprp~enteel t u p a r d e ,  se 

danvolores a b varioblaindependimtex .hoci&obde -m o t w y se cakulonlosvolores - 

de donde 
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ECUAClON DE LA RECTA. 
M(x ,y ) ,un~m&lcwlqu ism de lo rect6MN. 

IY 
de donde! 

y=CM-CDtCM -------- (1) 
CD=OB=b - - -- ------- (2) 

~ i t u y e d o  m por -+ y b por -C ,u time: 
B 

S~A#O,B+¿,C# ,rnistewro,~oatuotidnos A X + B ~ + C = O .  
Da lo mtoriorm bduca que ; TODA ECUACiON ALGEBRAICA DE PRiMER GRADO 

REPRESENTA UNA RECTA. 

ORDENAüAS Y ABSCISAS AL ORIGEN. 
Enbocuocih y=2x+6  
Six =O,  y=6,  dedonde B(0,6). 
Si y =O, a=-3, " " A(-3,O). 
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COEFICIENTE ANGULAR O PENDIENTE DE UNA RECTA. 

y = x t l  
y = 2x+l 
y = 4 x t l  siw~J~entodos B(O,l) ,se t#m; 
y : - x t l  1 

y w d m w o q u i  todospason pord punio B(0,I) pemconinclinociÓttdifemnte con- 
pocto daja h l a s  Xl,formondo Ó q u b s ~ t e s ,  bprndiendo enwmagniM&l - 
c ~ d r x , d n ~ w i b s e l n a n b i a d e ~ @ ~ & 4 ~ .  

Si , ia mctu formo con X'X un Únguio agudo y SI m <O, fcrma un dnqubabtuao 
PENDENTE M WA RECTA, ES LA TANGENTE DEL ANGULO FORMADO POR LA 

RECTA CON LA DlRECClON POSiTiW DEL EJE DE LAS Ys. 
La PEMENTE es un NUMERO y la INCLINACION, un ANGULO 

ECUCIClON DE LA RECTA POR DETERMINANTE 
Cmocidw los puntos PIx, ,y, y Q(xay,) 

Por el d o d o  da DETERMWANTES ,se tiene: 

Este determinontese fd,cdocandoen lo primera cdumnaJos vobrss dn lasa,en 
lo squnda colmnqlw valoresdelos y y en la tercero colmno, ~ b r e s  unitorioe 

P o m m  un determinante de 3w.ordn ,w mdtm Psh o uno suma de determinon- 
tes & segundoorden( llamado METODO DE MENORES 1 

Pom formar losumode determinantes dr ZO.ordui,w hace lo  siguiente: 

o)  Sa toma a= c m f m t o r  y onliondo sufilo y uicoiinnnasetomonlos valores 
imtontespm formar el ler. determnoite de 29 orden ,aseo: 

blSe toma a y c m  factor y anulando su f ilo y sucolumna se toman los valores restmtes 

poro form0reI2~ determinontede 2°0rden,osea: 
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c)Tornando carmtoctora~ ymkndowi filo y uiedunna se toman losvalorri reston* 

p~ofwmael3~ y J l t i m o d o t ~  & 2°0rden,owo: 

de donde: 
Pom resolver undetermmanta di 2O, semuitiplican los cornponentasde6istr ,m diogo. 

nol correspondiendo el sipnopoitivoo b di-l qw vo hacia abajo y elsipnono@ivoa lo 
diagonal gueva hoeb orri~,osmo: 

Resdviendo el de-bmincnte antdbr, M tirm: 

=N y, -yz)+y(x,-x,)+ (x,y,-*,y,) 

Lo &n deeste doterminonte,mnlime i a b k  elementos qui famm bewacidnd. - 
unarecta osea A x t B y  tC=O por btontoescond&quoh=~ .'. 

x ( y l - y , ) t y ( x ~ x , ) t ( x ,  Y~-X,Y, )  =O S'. 

de donde! 
y = +  

Y,-Y* + I ,Y*-x, Y, 
Xi-Xe Xi-Xn 

haciendo: 
+ Y I - " z _  x ,  Y, - x  Y 

xl-2 
- a y + -= b ,sustituyendo, se time: 

y = a l +  b ,que es la ecuacib penerol de la recta. 

2 x(9-3)+ y(-l -2)+(6+9) 
O = 6 x  + 3 y  + 15 , dividirido mtre 3 ,se tiene: 
0 = 2 x + y  -t 5,dedwds: 
y = 2 x + 5  ,quars la.cuocidnbusco& 

La pendiente debrecto ABC,es: 

y, -y2 - y,- v, - - -  
x,-x, X P X ,  

X 
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ECUACION E L A  RECTA EN FORMA CIMETRICA. 

LO ecuociÓn delo recta AB,esdeia forma: 
y=mx+b ------- ( 1 )  

pero~mmo m= -a ,este valor sustituidoen 
(11, do: 

y=-  3t b , d.donde;dividiendoentreb y 
posando al primer miambrodt&minoenx,se tiene: 

+ Lzi , que es becuaciónpedda. 
a b 

ECUAC!ON DE L A  RECTA EN FORMA NORMAL. 

La ecuación dalo recto m HI~OTM normal ode 
"HESSE", 0s: 

x c o ~ @ + ~  sane-P 

O 

CAMBIO M L A  FORMA GENERAL A L A  NORMAL. 
Sea Ax S By t C-O, l acw l  p o m 8 ~ ~ r i b ñ b c r n ~ ~ f a m a M , & b e n s u s t i t ~  hcce. 

ficientas A y 0 ,  pordos nhmaros tolerquerepesentun respectivomnte el coseno y el scn> 
del ángulo 8 

Dividiendo los dos miembos por K (constante pordeterrninor),se tiene: 

$=cose ; =e  y sustituyado en cosz8 + rnt8 =1 ,setiene+ 

Si cose - & = $ ,essiampreddmismoquaIa obsc iw alorigenpmiYpnocontm4 
oldec 

Como b s  axirdenadPsde A ( o , O ) , w t i s f o c e n l o ~ ~ ~ ~ d ~ ,  wst~tuygxb x e y por a y O, 
sa tikm:. 

Ao+C=O,drd& 

PARALELISMO. 
Dos rector ?ion ~ , ~ u o n d o s u s   end dientes =nigj&& 

INTERSECCON DE DOS RECTAS. 
C#n; y-m,r+b, 

y :m,x+q,  con ntrramcción en P(x, ,y, 1 

las coordenadas da P, satisfacanlas dos ecuache~, 
por btanto: 

yf=mlx,tbl (1) 
=m,xL+ b2--- ,,,, (2) 
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Restando (2) de ( 1). 

O=(m, -m2)xi+bl-b, ,de donde: 

Cuondo m,# mp , b,# b, , se tiene un sistemo de ecuocbnes independientes y simul- 
táneos, x,es finita y hoy punto deintersección 

Cuando m, =m,, b,# b2 , se tiene unsistemade~tuociomindependientes pero nosi- 
muitÓneas,losrectosson paralelos, x,=m 

Cuando m, =m,, bi = b2, se tienendas ecuociones iimiltánaas pero no independientes,las 
rectas se confunden puesto me pasan m- el mismo puntoí0.b) y time la mismo pndisnlr, en 
este coso x =O/O. Éxiste ndeterrnidción. 

INTERSECCION DE DOS LINEAS CUALQUIERA. 
Sea 7 y  t x=25, conlocurvo x g t y Z  = 25(circunferenciaderodio=5 y centroenalofiqen). 

P(x, ,y,) =e l  punto de intersección. Suscwrdenados satisfacen lasdoseauiciones- 
por lo tonto: 

x f t y f = 2 5  --,------- (1) 
7y, tr, - 2 5  --,------- ( 2 )  

Despjondo x en(2) y wstituyendosuvalor en ( 1): 

Y: = 4 por lo tonto: 
y; -3 

x" = 2 5 - 7 y 9 = 2 5 - 2 1  =4 
Las intersecciones son: 

P(4,3) 
P'(-3,4) 

Existen tuntospuitosdeinterseccibn,como poms de valores reales se obtienenpord: 

x i  1 Y ,  

CONDlClON PARA QUE TRES RECTAS SEAN CONCURRENTES. 
Sean b s  rectos, 

y =mlx+bl , 
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Siendo P(xl ,yi),el punto deinterscirribn de la prime- 

ra con b s e g d a .  
Las coordenadas da lo intersección de (l)y(2),son. 

be-bi . m, b2-mzbi 
X i Z m , - m , ,  Yl-- ml - '"2 

Si lo tercera recto posa pasa por P, las coordena - 
dos de e& punto se satisfacan y se tiene: 

- L S L - U , ~ ~  bz2bi : % 
rnl-m2 -m2 

Ineorpomndo b al quebmdo, desarrollodo y redüciendo, queda: 
-4-m,b2+m,bl-m, q + m ,  b,rn,b, =O ,queson lostérminos 

del desanolb detbtminante:  

COOROENADAS DEL PUNTO MEDIO DE UNA RECTA A( x, ,yl) ,E (xay2) 

Proyectanao losedremos A y B j el puntome 
db M, sobre cada eje, enel trapecio GFA0,se tie- 

FA tG6 
HM=- ose0 x M =  

x, + xz 
2 Y  

en el tmpecio ACD8,se tiene: 

CA+DB E M = ~  0.80 y*=- . 
2 " 

Las coordenodos del punto mediodeun seg- 
D rnento,es l o  sernisumo de lastoordenadosdei mis- 

mo nombre de los extremos 

COORDENADAS DEL WNfO QUE DIVIDE UNA RECTA EN UNA RAZON IXDA. 
Sean: 
A(x ,y , €3 ( x  ; y )  ,extremosdelarecto. 
R,puntoque lo divide en tal forma que: 

- = r  (razón dodo) 
AB 

Proyectando A,R y B,sobre OX y trozondo por 
A,lo recto FGporoieio a OX ,se tienen los triangu- 

;) x los semejantes Al R j. AGB, dedonde. 
A l  AR - - - - -  AG- AB.-, ( 1 )  

AP. ( 2 )  
G B = a e =  

Siendo: 
AI=FI-FA= m,-x, , AG=FG-FA= x Z - x ,  
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POSICIONES RELATIVAS DE DOS O MAS RECTAS - ANGULOS- 
ANGULOS ENTREDOS RECTAS. 
y=m,x +b, , y=m2r + b 2  , dosrectosdodos y a,d ánpu~oqueformon. 

+= a l t a  

a = ap-a,  , para cdcular a,se hace 

tong a,-tanqa, 
tcmga= 

I + t í n g u , t o n ~ ~ ~  Y 

wstihiyendo i o ~ p  a I por rri y tong Q 2  . . 
! se tiene: 

DISTANCIA E L  ORIGEN A UNA RECTA 

y = mx+ b; ecuac6n de lo recta A0  y OP, la distancio 
que se desea caiculor: 

OP-OBmn =bcosa ,de tonga=m,sehoce: 

cosa=+ I+ m , por 10 +onto: 

* 0 P . L  ,m 
YISTANCIA ENTRE DOS RECTAS 

IY 
PARALE LAS. 

AB, recto con ecuación y = rnx t bl 
CD,:ecto porolala o A0 conecuoci6n y=mn+b2 

como OP= b' 
se tiene P'P = m 
siendo el signo de b,, olgebraico. 

DISTANCIA DEUNPUNTO P, A UNA RECTA. 

y - mx + b , ecuocibnde lo recta. 
P MP= RPcosa -- -------- ( I 

? RP= QP-QR ------------ ( 2 )  
O?= y, --------------- (31 

I C$?=?,=rnr?b ---------- i4) 
i 
1 

1 

. + .  . jus:ttuyetldo (3)  y (4) en (2 ! y despues 
:>! -/- Q 

1 ( 2 )  y ( 5 )  en(l),sat!ena: 



y -(m% +b) 
 p. , ppw b tanto: 

+di  t m 2  

La km ttud de la prpandiculúr trozuda de un punto a una recta es igual al cocir7te de 
la o r d  de ese arnto menos el seaundomiembro de la eaiocio"n de k r e t a .  en elcual 

- - S -  - 

se ha sustituido la "oriable x,  por loábscisa del punto entra .L lo raíz cuodmdo de unq 
más el cuadrodo de la pendiente delo recto. 

LUGARES GEOMETRICOS 
MEDIATRIZ y BlSECTRlZ 
Ecuación del lugorde los puntos equrdistontes de A(%, , y,) y BIx,, y*) , dos puntos fi- 

jos. 
M(%, y ), punto mdvilcuolqubra d d  lugar 

geomdtrico. 

Si MA- MB,setiene: 

~ ~ = J ( r - x , l ' + ( y  -y,)P ,,,,, ( 1  1 

MB= Jtx-A,)'+ ( Y  -yzle -----_ (2) 
Iguolando,elwondoal cwdrodo y reducien_ 

X do,se tiene: 

x y - 2 x , x  +y:-2yly = x í - 2 ~ ~ ~  + y:-2yzy ,que 
es uno ecuación de primar grado con dos voriab~es y corr~Sp0iids o unorecto. Pasandoks 
términosan y, al primer miembro y los restantes al segundo y poniendoenfoctor,se tiene: 

2y[y2-yi) = 2x{xt-x2) + -Y: + x:- x:=2n\x - x  )+(y t )(y - 1 t 
+<x24~,if.,-(~ l a  y: 

Y,+Y2_ xi-x2 x +x 
y----- 

2 Y , - Y ,  
( x - -!-$ ! _ que es iü ecuoci6n de io psrpendicular 

B!SECTRIZ o MEDIATRIZ,delomtaAB. 

LA CIRCUNFERENCIA (como lugar geodtrico),ES EL LUGAR DELOS PUNTOS EUJ 
DISTANTES DE UNOINTERIOR LLAMADO CENTRO. 

ECUACION DE LA  CIRCUNFERENCIA. 
M(x, y), puntomÓvilcwlquiero,deloci~ 

terencia de mdio " r". 

OM=r  

OM = m, de donde; xe + y2= r Z  
o sea ,aue io circun-ferencia es referido a su 
centro imn  centroen el origen). 

Cuondo lo circunferencia tiene su centro en 
cwlqiiier punto. 

~ . ( 2 , 4 )  ,centro dela circ!:nferencia 
r = 3  y 
M ( x , Y ) ,  puntodelocurva. 

CM = 8 = de donde : 
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ECUACiON GENERAL. 

(a,  81, coordenadas del centro 
r, radio de lo circunferencia. 

( x - a ) '  t ( y - P ! ' z  r Z - - -  ---------------- ( I ) 
;iwia tonto: 

Para que una ecuoción de 2 O  prodo,regresente uno circsmferencia debe contener e I 
cuadrodo de las variables ( x , y ) , con coeficientes igiiaks y ninpúr: c:ro tlrmino c u a ~  
 tic^ 

E n i l  ) ,SI;  

(x-a 1' ti y -8f 50, representa una CIRCUNFESEXIA REAL. 

s i ,  ( x  -a)' +(y -8)' = O ,  es una CIRCUNFERENCIA EVANESCEME y 

si,  ( x -a)' t(y -b)' <O, repsssnta uno CIRCUNFERENCIA IMAGINARIA , 
puesto que; IpJumo de dos números positivos no puededor resultado negotiyo. 

CALCULO DEL RADIO Y DE L A S  COORDENADAS DEL CENTRO. 
Doda Loecuoadn de unacircunfarencia,puedenobtenerse im coordenadas del centro. y 

!a lmgitud hl rodio. 
en, x2+ y ' -6x + 8 y = Il ,aprupondo los tdrrninosen a y en y, se tiene: 

i x 2 - 6 x 1  +( y 2 + 8 y )  = II ,agregando elcuadrado de lo mitaddelcoeficiente 
del primer gmdo de la variable y añodiendo la suma de dichos cuodrados, se tiene: 

( x 2 - 6 x  t 9 ) + ( Y 2 t 8 y  t 16)=11+25=36 ,oSeO: 

( x  -312t tiy + 4 1 2 = 3 6  , dedonde: 

Siel coeficiente del cuadrado delas ~ r m b l e s  difiere de 1, secomlenzo por dividir todos 
L06 términos entre dicho coeficiente. 

JG Ltzm&h. 
LG PARABOL A icornoiugar geométrico), ES EL LUGAR DE LOS WNTOS EQUlDlSTAi$ 

TES DE UN PUNTO Fl JO LLAMADO F m  Y M UNA RECTA FIJA, LLAMADA DIREC- 
?B. 

ECril\CION DE LA PAHABOLA REFERIDA A SL,IERTICE' Y CUYO EJE DE SIMETRI 

Cuandoei eje de simetr;~ estÓ en XX y l a c u ~  
va seer.trendeindefinldamente endirección O X. 

I 

i G ( x  , y ) ,  p t i ~ t o  ~ Ó Y I I C U ~ I Q U W ~ ~ ~ ~ ~ ~  par&.. 
bolo 

MF-MD ( 1 )  

v i =  /ir-?W -- -- ------- (2) 

z , ~ - ; > . ~ !  ! puesto qur 

DQzB'0 =C!F::P7? por]oto:.r~ 
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DM=v(x tP1 )  (3)  
S~stituyendo( 2 1 y (3) en (1 ) , elevando alcuadrado y reduciendo, se ohtiene: 

4P'x ,que es la eaioci6n dela parábola. 

Cwndo el eje de simetría y& vérticeno combian,pero lo podbola se extiande indefinido- 
mente en lo direccidn OX1 , lo ecuocdn dela curva es: 

CUAN W EL EJE DE SIMETRIA ESTA EN Y'Y, Y FA CijRVA SE EXTIENDE INOEFI - 
NIDAMENTE EN GIRECCION .OY 

\ 
M(x,y),puntocuolquimdelapombob l Y 

\ / Y ,  F(Q,?'), su foco. 

\ / Siguiendo elprocodirnianto anterior,= 
t lene 

X ' - ~ P ' ~  6 x--4p1y ,siF(O,-P) 
de donde: 

,li i 4 p 1 x  , x Z = f  4pLy 
P' I 

I x ~ = + ~ P ~ . Q F / I , ~ ~ : ~ ~ P . P M  

En losvoriobles (en la ecuación), cuando su eje de simetría coincideconuno dalosejesccq 
denoaos oesporolelo,sÓlo figuro un término cuadr6tic0, el de b s  variables x o y, 

ANCHO FOCAL o lodo recio ,es lo cuerdo trozodo por el foco perpandicular al ejr dw 
meirío.Si coincide con XIX,ei onchofocalesigual al doble da la otdenadaconpieenslfoca 

CALCULOS DE LOS ELEMENTOS DE LA  PARABOLA. 

Sea laecuacdn yL-14y - 2 4 x  + 2 5 = 0 ,  obtar*r V,F, 4P'y laecwcikde lodi*- 
tr iz. 

Eleje desimetria es parolelo o X8X por figurar y g  
Pasando al ssputdo miembro los th¡nos independientes de y, se tiene: 

yP-14y = 2 4 x - 2 5  a esto ecuaciÓn agrti- 
gando acodo miembro el cmdrado de &mitad de¡ coefsiuitsdel ier.gmdode y, 

El Vdrtice es V(-l ,7) , 4P'= 2 4  , P1= 6 , como 4P1> 0, lo curvase extiende inde 
finidomenteen la d~recc ih  OX, por b tanto: 

-1 t6.5 , o sea F(5,7) , laecwcdndeiodirectriz es: 

x = -7  , y el anchofocoles 4P1=4X6= 2 4  

L A  ELIPSE (como lugar geomdtrico), ES EL LUGAR DE LOS PUNTOS TALESIQUELA 
SUMA DE LAS D1STMICIAS DE C A N  UN0,A DOS PUNTOS FIJOS (llamados FOCOS),€S 
CONSTANTE. m- eje mayor,o foca1 A- y BB', son losejesde simetría o diÓmetrosprinci 

m - e j e n m n w = 2 b  
FIF -di?+mrYi foco! = ?r patas. 
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a = hipatenusa de BOF' y 
Y 

b y  c , sus cotetos .'. 

aL=@tc2 

Y' 
A'A -vdrtwsdeb ebse 
F'M y FM -radios vectores 

Cuondo bsejesúesimetrío coinciden con los ejes cocrdenados, si M(x,y),es un p q  
todela elipse y F.(-c,O), F(c,O),sus focos,se tiene: 

sustituyendo en ( I ) , J-t J-L'= 20 , derprjondo unmdical,elevondooI~ 
drodo y reduciendo,se time: 

4cr-48:-40 m 
cx-oe=a m , reáuQendo y posondoksmstontesal primer- 

bro , ii4-aec'= $ x g - $ ~ L + ~ ' ~ '  , aZ(0'-8) = x'+ oey' ,SUS~¡~U~&O 0'-8 
por b q  se tiene: 

b2xe+aZy2= Jy2 , que es la ecwcion de lo ELIPSE. 
dividiendoanbosmiombroQentre $b2,resulto lo reiiocidn dala curva en formo d t r k  

En uno EL1PSE,solo f igumn dos términos cuadrbticiw( bs cuodrodos de bswrioblrr 
x e y ),con codicientea desiguales y po6itivor,cwndo losrjesdosimetrio EMckhn con 
los ejes coordenadas. 

ANCHO FOCAL ,es lo cimrdo trazoda por un, de 1 os fwm ,perpendicular ol e* mpr 

,es el ancho focoldelo elipse cuyo ajs foco1 coincida con XtXper p m l d o  

EXCENTRIClaPD,es el cocienteda bdistoncio foca1 entra el eje focai, ysodrriqio , 
por e,&-: 

a s d  lqorda los punto6 t ~ s , q u e  bd i f r -  
rancio &bsdistonci~~ d r  ea& unoderRor odos puntos fi jos,m constonb. 

Si M us un puitomÓvi1 do bhipWbolo, twlquiam quesea sup&ibn,sa tkm: 

MF'-MF : A'A 

Las rectas AaA y B'B, porpartdicuiares entnsÍ,sonlas ejesdelmetrÍo o d i h t r o s -  
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principales 

AIA, ajereol o eje focal ,se k designa por 2a 
BB', eje no focol o conjugado oimoginario,sbcks$nopor 2b .. 
F'F,distoncia focd = 2c ):,:l< y ladistoncio F'M A' Su y relación y A=  FM vÓrtices =vectores foail entre seexpresa: losdibmetros dela hipérbola principales 

~1 
c =a  t b  ,endonde o> o <  b. 

6 - ~  F P ^-' 

Ecuac ih  L k hipérbola en d i ferentes~ 
siciones. 

Cuonda bsejms de simetría coinciden c m  
los ejes coordenodos,eleje fowlast6 en K'X 

1 y es i g w  l a 20. 
! Si M (*,y) esun punto mÓvilde10 hipérbola, los focos son,P(-c,0) y F(c-O),dedcnde: 

MF'-MF=2a 
[ MF'=2a+MF -,--,---,- ( 1 )  

M F ~  =- 

MF =m , sustituyendo en( 1) ,se time 

4 c i  - 42.y J -  
cx = 02: O (x-C) y ,expresiónque eiwodo 01 cuadmdo,reáicido y pasandolos 

variables 01 primer miembro, se tiene: 

(ce- $ ) ~ ~ - o ~ ~ ~ = a  (c2-02) ,sustituyendo ($-o? por b ,seobtiene loecuacidn 
de b hipérbola. 

bexzoZy2= oZb2 , dividiendo ornbosmiernbrosentre &',se obtiene lo e- 
ciónen forma simétrica: 

Cuando los ejes & simetría &miden con losejas coadenodos,el ejefocolestci en Y Y' y 
es iguol o Zb. 

Siendo M,unpuntode lohip6rbolo y F'(0, -c) y F(O,c) ,iosfocos,satiene: 
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m = 2 b  t m, elevando al cuadrado y reduciendo,se tiene: 

4cy - 4 b 2 = 4 b J s ?  

cy - b' = b w  , elevandool aiodmdo y reduciendo, se tiene: 

(c2-8) b2x2= bt(?-b) , sustituyen&( c t b t )  por o', se tiene; 

2 -_y=, ------- ---- (3)  ,rnultiplicondoen(2) y (3)  por -1,setiew 
b2 a 

,uondolos ejes desimetrÍo,sonparolelos a bsejes coordenodw. 
I Y  

de donde 
16x -64=8hx -7 )~ t ( y  - 2 ~  

Zx -8 = / ( ~ - 7 ) ~ t (  y -2)' , elevando 01 cuadrodo y reduciendo: 

agregondo9 ol Binomio x -6x ,paro convertirlo enTrinomiocuadradoperfecto,equi~le 
asumar 3x9-27,a l  primer miembro y oiiadiendotombie% 27 al segundo miembro setig 
n e: 

3 ( ~ - 3 ) ' - ( y  -2 ) ' -  -15 t27- 12 , o  dividiendoentre 12 

@OS HIPERBOLASSONCONJUGADAS, CWNDO EL EJE FOCAL O REAL DE LA 
PRIMERA ,ES EL EJE NO FOCALOE L A  SEGUNDA, OVrCNERSA. 

S I  los dibmetros principales de una hipérbola son iguales, b-o , lo curvoes una h ipk 
bola equilarero y sil ecuación es: 

x2 -y2, a2 

L¿ecioc.3ndcIa hipérbola cuyoeje foca1 es poro le!^ o XIX,es de lo forma; 
[x-a;' 6 [ x - a !  ( Y - _ - ,  -- 

a' b' o b 
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que es lo ewocidn de la hipérbola cuyo eje focol es pamldo o Y Y1 y su centro estd en: 

~ ( 0 ~ 1 3 )  

e- 
Son curvos de 2°~rodo~cKcunferencio,elipse, porÓbola e hipérbola) considerados 

cano intersecciones de lo superficie de un CONO de rivolueiÓn conun plano seconte. 

Es uno CIRCUNFERENCIA ,cuandoel plano corta a 
todos los ganemtricw y es pamlelo o b bose del cono. 

Es uno ELIPSE,won& el plono corto todoslosgene- 
ratrices y no es paralelo o lo bose. 

Es una PARABOLA,cuanUoei plano es porolelo a 
una generatriz. 

Esuna HlPERBOLA,cuondo e l  plonoes perpendicu- 
lar a lo base. 

NATURALEZA DE L A S  CONICAS. 
LO ecuacibn general de las CONICIIS,es: 

Axe+ Bxy + cyP+ Dn +E y +F = O , endonde A,B,C,D,E y F,sonconstantes. 

Cwndo: 
A=C la a ~ l a c i h  represanta uno CIRCUNFERENCIA. 
A = O ' Ó  C-l  la ecuacidn repreientauna PARABOLA. 
A y C , tieninel mismo signo, la ecuocidn representa una ELIPSE. 
A y C ,sonde signocontrorio, loecuo~iÓnrepmentauno HIPERBOLA. 
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Si D=dKcruninante 0'-~ AC y N =nilmero del termino Qnico enel rodicondo,scl tiene: 

evanescente 
imopinoria 

jas 

PARABOLA 

~ o r ~ p o l o r e a l  
que ha degenerodo en: 

2 rectos porolelas 
2 rectas coincidentes 
~ o m b d a  irnoginoria 

binomio o monomio con 
untáminoen x 

sintérmino en x 
N>O 

HIPERBOLA 

HipérFIa qn corto ddiarnetro 
ha degenerado en 

dos recios que se córton 
Hipdrbolaqwno corta al ddmtto 

tr/,mio c y ~  rdces realss 
ron dobie 

,, ,, 
raíces can& 

jos 

ECUACION DE L A  TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA REFERIDA A SU 
CENTRO 

Se llama NORMAL ,o la perpendiculoro lo tangente, o una cur va, en el puntode tongenOa 

x, y = yl x , es lo ecuación de la normal o lo cicunferenciaIosBo unra- 
diode ella. 

Ecuocidnde la tangente y normal de la ~arábola. 

Tangente, y yl=2p(x+xl) 

Normal , y -yl = - -(x -xl) 
2 P 

~cuación delatongente y nwrnaldilo Elipse. 

o' 
Normal, y-yl = A ( x - x ~  

b' X, 

~cuocidn dela tangente y normal da lo Hldrbolo. 

Tonwnte, 3-L - x: 1 
o# bg 

oZy, 
Normal , y-y,=- b l ; l ( x - x l )  

C-P-. 
Enel trozo de uno curvo por puntos partiendo de suecuaciÓn.en coordenador carte - 
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sionos,se comienzo por expresor uno da ~ o s v o r ~ e n f u n c d n  L 10 otro. 

Algunas veces conviene expresar los coordcmodosda lospuntos b u n o  curva enfuncidn 
de una te rmo  vorioble lbmodo PARAMETRO y los ecuociones quaconecton los coordem 
dos cond porámatro, se Ilcmon ECUACIONES PARAMETRICAS 

Ecuociones WRAMETRICAS de locircunferencicr 
IY 

Seo la circunferencia con centro en O y rodio r.  

Mix,y),unpuntodelocurva. 

B ,  ángulo XOM. 

Son ecuociones pommétricos; 
x = r  cos8 
y=r  senQ 

Ecuociones PARAMETRICAS de lo cicloide 
Cicloide esuno curvo descrito por un punto fijode u n a c i r c u n f e r ~  que ruedo sin 

resbakr o lo largo deuna recto fiju 

OX ,eje dalos X sobre el cuol ruedo el circulo generodor,con centro C y rodio r .  
M, punto fijo que describe lo cvvo. 

. puntodecontocto delo circunferencio con OX. &=m 
OA-Znr. 
Cuondo lo medido del arcosedo enradiones,el orcoes ipwla l  mdiomultiplicodopor el 

número que mlde el ángulo, por lotonto: 
X=OP=OT-MN = r e  - r  san8 
y =PM =TC-NC = r - r cos 6 , de donde: 

w=r(6'-sen8) -------- - (1) 
Y = r (  I -COSO) --------- ( *), que sonlm ECUACIONES PARAMETU 

CAS DE L A  CICLOIDE. 

Cuando el punto f ijo que produce la cicloide, seencuentro drntrodelcirculogeneradw 
resulto uno CICLOIOE ALARGADA 

y si estÓ en01 wteror ce oroduce uno CICi.Olnc "rqi 'p*p" n hCOI?TAPI: 
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Estos dos cwvassa lloman TROCOIOES. 

ASTROIDE. Eaiociones paramétricas 

Cwndo O'b= 1/4 OA 
x= o cosvl  
y=asenae 

@;-R 

----- - . '  -L-x 
EPICICLOIDE. Ecuocims porométricos 

x = ( o - u c o s a - b ~ ~ e  
I 

y=(o+b)sen8 -bsen 9 8 



C-- 
En; 

dxqb'xy +ciy%dx+dytfa =O ,queeslaforma eneroldeunsistemode ecwcio- 
nes de P grado con dosinc~nitas,se tiene;eIirninondo  que una ecuación de cuarto gra- 
do en x , que generolmente no puede resolverse por métodos elamentales. Por ejemplo: 

x 2 + y = 7  -----. (1) 
x+y2:11 ------,---- ( 2 )  

de ( l ),se deduce y = 7-xz ------- -, ,(3) 
Sustituymdo(3)en(2) y desarrdlondo se tiene: 

x4-14x21 x + 3 8 4  ; ecloción iinso~ucibn por&todosslernantda~ y que 
sólo p a  tanteos sedexubre que 2 es una dews roices. 

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO. 

2xLt y-33 --------, ( I 1 
2% + y  = 9 -----,---- (2)  

IoecuociÓn(Z),do; y = 9 - 2 x  ------- (3 )  
Sustituyando(3) an( l )  

x2-6x+8=0 .'. 
x = 2  6 4 

Sustituyendoestos vdoresen(3): 
y = 5  Ó I ,de donde: 

cwndox=2  , y = 5  
x = 4  , y - l  

REPRESENTACION GRAFICA DE ECUACIONES DE Z0 GRAO. y DE 
L. 

P 
Seo x -4y  ,ecuocidnde la PARABOLA: . 

~ i e n x ~ = 4 ~ , s a h a c e y = O y  
XGO: los y1 

voloresde x ,se reducen a O, o seti que lacurvo posa por elorlgen. 
A l  hocer lo tobulo'~Ón, debe tenerseen cuenta que; poro valores negativos de y, los - 

de x son imaginarios por lo cuaf , poro y, sólo se usonvobres positivos. 

Y z O  

x - 
Puntos 

O 

O 

1 

+ 2.0 

A,A1 

2 

22.8 

B,B1 

3 

23.5 

C,C' 

4 

+ 4 

0,ü' 

5 

k4.46 

E,E1 

6 

24.9 

F,F' 

6 . 2 5 - - - - 9  

- - - - -  25.0 

G,G' 

f 6.0 

Z, Z' 
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Cuondo y =  I , r 1 4  dadonde: 

ir =& = -2  ,quedando + 2  o lo derecho dalorigen y - 2 alaizquiemh 
obserdndosr qw pomcado valor de y,correspondendosde x ,iQuales numdrlcomente pero 
designo contrario. 

Todoecuocióndi I forma xZ+ r: cormpondr a uno circunferencia d i  rodio r,w 
d o ~ f o r m a g e ~ r a l .  x$ y % o x + b y + ~ = ~ .  endondi a, b y c,  son constantes. 

En xb$= 25, sr puede hacer: 
+25-m' , si x> 5 d G 5 ,  y,  esimaqinario, de donde bcicvido r.25, 

Y' 

Los  ecuaciones delo formo 0x9  by2=c ,en donde a y b tienen unmismo signo,re 
presentm uno ELIPSE. 

Si 4 ~ ' + 9 ~ % 2 8 8  

~uondo  g x  ) & 8 ¿.-E " " es imoginorio, por lotonto, xdebe estor mm- 
prendida .o& 3/L O l i L  -& Ó aproiimodamenfe entre 8.5 y -8.5 

Pom K-85 , y= O y para %=O , y = 5.6 ,de donde: 

' y  



Enun sistema, cuando unodelosecuociones,es HOMOGENEA, 

swtituytmdo in(2)  o x por 2 y ,  se tiene: 

4 y 2 + l l y  =69 
de donde: 

y ' 3 0  -y : 
23 

x : 2 y =  -- 2 

surtituyendo r n í 2  a x por - 3 y  ,retiene: 

yz- y y , d i  donde: 

, . H , por 10 tanto: 
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Hociendo simultdneos lo ecwcidn 
de lo potÚbobconcado unode b s  - 
rectas, seobtienen los puntos den- 
tftrsrccidn de ellas con Iapombola, 
siendo poro: 

FORMAS ESPEClA'.rS. 
Cuondopresenton la siquiente formo: 

dividiendo(1) entre(2), se tiene: 

x P - x ( 3 - x )  t ( 3 - x  f.3 y quitondo paréntesis, 

8-3 + x e t  9 t x 2 - 6 %  =3 , da don¿~reduciendo, quedo: 

3%'-9x + 6 = 0 , d i  donde, dividiendo por 3 , queda: 

r t - 3 x t 2  :O 0 factoruondo ( x - 2 ) ( x - l ) = O  .'. 
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Para resolver elsistema; 

de(2) ,% hace 2 x y - 1 2  
apregondo(i) , x2t 2 x y t y 2 + x + y  :30,dedonde(x+yf+(xty)-30=0 
despejando x t  y  

x t y = - 6  
y = - 6 - x  

x t y  - 5  
y = S - x  

Sustituyendo los valores de y ,en(2) 

8 k 6 x t 6 . 0 ,  dedonde; w = - 3 + K  
x - - 3 - 6  y 

Saverificosustituyendoen (1) 

Resolver el sistema; 
I + L , 3 - - ( l l  
x Y 2  

L +  L - 5  --(2) 
x2 yr 4 

de ( 1  ),se deduce, poro X -  2 , I 

Y 2 
por lo tanto ; cuando x = 2 , y = l y cuando x= 1 , y = 2 

L A  DIFERENCIA b-o = h  = A %  ,es el incremento de lo variable indep~ndientex, que 
pasode un volor inicio1 o , o uno f inol h .  

VALOR INICIAL de una función j ( x  1, es el que adquiere eso función cuondoo la vg 
rioble independiente x ,seleasigna un volor inicial q o seo ,valorinicial j (x), es f (a) .  
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-24 - 
El VALOR FINAL ,lo adquiere lo función, cuando o la variable x,se leasignosu vdor final 

b, O sea; 
WLOR FINAL da f ib )  Ó f(a+h),cuando b=oth. 

INCREMENT0,an el intarvalo (a,b) ,es b DIFERENCIA ENTRE ELVALOR FINAL Y 
EL  INICIAL. 

f ( b ) - f ( ~ )  Ó f(a+b)-f(o) 
La letro griega D ,  indicael incremento de una función y se usa anteponiindolaa al la, 

o en lugar deésto letm, colocando o lo f unción entre paréntesis rectongulores 

A> =L.$= b - o  

En cada uno debsaisosanteriores, el incremento depende del volor inicial Q de la va- 
riable independiente y del incremento h de esa variable. 

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION f (m), en el irrtervalo (o,b),eselproducto de lo 
derivado de dicha~funciÓn,pora el volor Q , dala wriobleindependiente por el increme! 
to de esa variaüe. Su valor es, como el delincremento, función de g y de 

L o  diferencial de f (x ) en el intervalo (a  ,b =h, se simbdiza en la siguiente formo. 

PROPlEDAD IMPORTANTE 
L o  diferencio1 de lavariobleindependiente x es exactamente jg* alincremento dedi - 

cho  variable,^ sea: 

En lo función lineal y =  x ,comosus diferencialesson tambi&iguales, se tiene. 
dy=dx - ------- (1)  

por definición de diferencial: 
dy= f ( x )bx  = I .Dx=&x=h- - -  - -.(2) 

iguolondo( l )  y (21, seobtiene: 
bx=h=dx ,  de donde: 

LA DIFERENCIA DE L A  VARIABLE INDEPENDIENTE (dx),esiguol o suincremento 
( A %  Ó h )  8 

sea y = f ( x )  
dy =f (x)Ax , sustituyendo &x por dx ,resulta: 

dy=f(a)dx --- ------ (3) .'. 
LA  DIFERENCIALDE UNA FUNCION ,es igual AL PRODUCTO M L A  DERIVADA 

DE LA FUNCION, POR LA  FUNCION DE L A  VARIABLE INDEPENDIENTE. 
Dividiendo ambos miembrosde(3) entre dx, setienei 

*Zf'(Xl :. 
dx 

L A  DERIVADA M UNA FUNCION,es igual AL COCIENTE DE LA DIFERENCIAL DE 
LA  FUNCION entre L A  FUNCION OELA VARIA8LE INDEPENDIENTE. 

INTERPRETACION DE LA DIFERENCIAL. 
Obtener el área de un círculo de rodio " r  

A- a r  , d A = 2 m  dr , o sea que; la diferenciales un volumen que puede - 
considerarse aldeun cilindro de base igual al área de laesfera y altura igual odr. 

SI dr es muy pequeño, dV, es el volumen deuna cáscara esférico. 

Obtener el volumen de uncubode arista g 
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v=aS,dV=3$da,osea que; 
-85- 

Lo DIFERENCIAL, es b suma de los vddmenes de tms pomlalepipedos que tienen por- 
bose,unadelascoras delcubo y poroltum &. 

SI do es muy pequeiia dV es aproximadomenteigual o la de unocopo de espesora do 
igual a~:superpuesta o u& &los trmdros 

DIFERENCIALES DE LAS  FUNCIONES ALGEBRAICAS 

d)-lo dif. de un producto. 
d(uv) - D,(uv)dx =(uDxv+vDxu)dx-udvtvdu 

vdu - u d v  
u2 

f)-lo dif.deun mdicolde 2o.grodo. 

d G  = 4 & d x ; *  ;A 
2 f ü  2 6  

FUNCIONES SIMPLES TRASCENDENTES 

g)- la dif. deuno funciónexponencid. 

h)- lo dif. de una funcibnlogoritmica. 

0 u du 
~ L U = D ~ L U ~ X = + - ~ ~  --. 

FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS E INVERSAS 

i ) - d s e n u = ~ ~ s a n u d x  =cosu Dxudx=cwudx 

j)-dcosu =D,cosudx= -senu D,udx=-sen udu 

k)- d tangu = Oxtang u dx - sec2 h u d x  = sec2u du 

1)-dsecu =D,secudx=secu tangu Dxudx=secutongudu 
udx dx 

rnLd bng sen u = DXóng sen = m d(_Jz-d6ngc0su 

D u dx du 

J- - 
- -d anqcsc u 0)-d dng sen u = D ong sec u dx = ---- 

u u I u u- l  

,e&. 
Lo direccih de una curvo plano enunode sus puntos, es la de lo tangente a locurva en 

esa Punto. 
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- 86- 
Cuando el punto de tonqancio sedesplaio sobre lo curva,combialo dirección de lo tonpente y 

la formode lacurva estd,Íntimomente rabcionodo con lo rapidez conque varía lo pendiente- 

.cr comparaciÓn del cambiodedirección conel tmyectoracorrido por elpuntode tan- * @ @ ¡-& CURVATURA. 
S i  cp,eselÓngulo que lotongenteen P,for- 

Y 
mocon X ' X  y g,+Ap,,ese~queformocon el 
mismo eje, lo tangente en P'ípunto prÓximooR 
la tangente enp ho tenido un cambioensu d¡mg 
ciÓn igualo A p  y la curvatumdelarcoPP',d~ 

pende de b magnitud de Ay 
Si As, esiguol olo bnqrtuddelarcoPP',olo 

x rozón m, se lelloma CURWTURA MEOIA 
A s  

y simplemente CURVATURA al: 

que depende Cn general, de lo posición del punto en lo curvo, por eco,esneces~bexpresar su 
valoren functdnde x e y. 

El valor ( 1  ),puede escribirse. 

Por la propiedad fundamental dela derivad0,se tiene: 
long. cp - y '  ; de donde: 

= ong tong y' 

ConsiderondocomorectilÍneo,el triÓngdo 
rectángulo WR ,se tiene: 

ds = JdXBtdyi , dividiendo arnbosrniem- 

bros entre dx: 

%=m ------- (4) 

I 
01 

X 
---...-(5), que eslo 

ds ( l + y " )  

c~irvaturocwrespondiente al punto P 

FA1313 DECURVATURA.-CIRCULO DE CURVATURA 

Considemndo o Q suf icientamente pr6ximo o P,el orco PQ se considera como pertene 
crente a dnoc:rcunferenciode radio RP=r y ccmc el radio rnultiplicadc por el 6ngulo(enprE 
roíioen rocimnes) es iguolal arco,se tiene: 

rhcp: As, d~donde: 

A v  
r -  - , U i za:  

h s 



-87- 
Av-I -- 
As r 

hociendo que A s  40, varior6 r 

Siendo Vel volw límite de r ,setiene: 

dCP ' , de donde: 
ds V 

3 

V =%=y = RAD10 DE CURVATURA, de lo curvo en P y el cfrculode 

radio V,esel CIRCULO DE CLiRVATURA. --- - - - ( 6 )  

COORDENADAS DELCENTRO DEL CIRCULO DE CURVATURA. 

Y Pueden calcularse los coordenadas (a, B )  del cen- 

tro C,del cÍrculode curvaiura correspondientesaunpJn- 
to P( x, ,y, ),deuna curvadadaporsu ecuaciÓn, y =y(%). 

a = O A : O Q - B P - x , - R s ~ ~ ~  --+---- (1) 

B=AC=AB+BC= Y,~RCOSV ----,-- (2) 
x pero: 

R= 

a e n c p - y l  
( 1 t y ' ~ ) 1 / 2  

sustituyendo en ( 1) y (2)  : 

eug*. 
Puede co nsidemrse el CAlCULO INTEGRAL como el invarso del CALCULO DIFEREN- 

CIAL puesto que, suobjeto fundomentol esel de ENCONTRAR EL LIMITE DE LA  SUMA 
DE UN NUMERO INFINITAMENTE GRANDE,DEMAGNlTUMS INFINITAMENTE PEQUE .. 
NAS. 

, se usa como signo para indicar esta ooerocidn 

ANTIDIFERENCIAL del producto de una función decierta variable independiente por l a  - 
diferencidoe8st0,es también una funciÓndeIamisma wriable,cuyo diferencial es ese pro- 
ducto. 

2 x dx , es la diferencio1 de x2 
xL ,es b antidiferenciol de 2x dx 

La antidiferencial se denomino también FUNCION PRIMITIVA 

La antldiferencial de una función dado,se indico anteponiendoel 
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A unadiferencial dado locorrisponcbui ndmao ndifinido de antiditerencioles,los cwlas 

s6l0 dif ieren rnuno m s t o n t e , l l o m a d o ~ n s t ~ n t ~ ~  w&n 

DETERMINACION (X LA CONSTANTE, 
xLtc,npresrnlo uiofamiliad! porÓbdor endondepom cad~vobrde~~corrrspwide - 

una de esas curvas 
Si una d i  bs&bolos doda por y=xL+cl para por P(2,l ),si tirns: 

1 =2'+c, dedondr: 
c= -3 

si paro por Q(3,11),se tiine: 
11-3'tc ,didonda: 
c=2 , etc. 

LA INTEGRAL [XL PRODUCTO M üNA FUNCION OE LAVARIABLE INDEPENW 
TE POR LA DIFERENCIAL DE ESTA, ES UNA FUNCiON DE LA MISMAVARIABLE CU- 
YA DIFERENCIAL ES ESE PRODUCTO 

Siendo lodlfrnneiocidn y lo intrgracio'n ,opuocionis Inwmas, LA DIFERENCIAL DE 
UNAINTEGRAL, ES KIUAL AL INTEGRANDO. 

difirrnciando i n  ambos miembros,si llano: 

d t(x)dx:d F ( K ) + ~  :flr)dx,oeeoquosilosoprr&res~ y ' ' *  d i b m a p l ~ m ~ ~ ~ i c e s i v m e n b  
a cierta diferrncial,puedend~one 
deescribir ,pusstoque 11 rwultadors 
eso dlfrrencioi, puesto qws ic  runa 
wnstontearbitroria, se tiene: 

du = c . u  ------ ( I ) 
diferinciondorn rlirpundomirmbrode ( I 1 : 

d c du c d d u = c du y difermciando en el primer miim- J 1 S 1 ho,(,): 

d c du = c du ,como las diferencialrs de losdos miembrosdr( I ), son .r I ~ * I e $ , s e t i ~ ~ :  

GENERALIZANCX): 

)m+l)xmdx= (mtl)xm''du = ~ m * l + ~  ,sean hccionorioontero,pa 
(m+!) dx sitivo onegot ivo 

Cuando m=-l , w ixcrptho p u t t o  gwoplieondolorrglo o Iodifrrenclal x'l dx , $8 
tendrá: 

,-1+1 
= a ,  lo c ~ l r i n u o c b .  E n r M o  se time: 

-1 + l 
- =Lx t c ,PUESTO QUE EL NUMERADOR ES LA MFE- j x - ' d .  =y: 

RENCIAL DEL DENOMINADOR. 
El INTEGRAND0,es lo d i f imcb l  do uno potmia de exponante mstanhda funcidn dex. 
S i  y =unlenqui uF(x) ,sr the:  

dy ="un--'dx 



-$9- 
Multipiicandopor bfuncibn u y dividiendoseentre 91 nuevo exponente y wtre du,satiene: 

L A  FITEGRAL DE UNA SUMAALGEBRAICA DE DIFERENCIALES, es igual A LA S u  
MA ALGEBRAICA DE LAS INTEGRALES M LAS DIFERENCIALES. 

Sienbo: 
$du+dv+dzl ,endondeu=fi(xi , u = f , ( r i  y r = f , ( x )  

diferenciando la sumo u t v + r , se tiene: 

pero: 
u = F u  , Y = O v  y 2 z . z  , Sustit~yendo en la~g~ald0d~n1.rior,se t i w  

L A  INTEGRAL DEFINIDA COMO LIMITE M SUMA. 
EJEMPLO NUMERICO: 

x', función no iineol cwlquiera y suirnirementoen elintervalo ( f ,3) ,es: 

Repnsentmdo la función derivado de xz , o sea f (x l=2x , y w diferencial represen- 

tada por el triángulo DCE ,es 8 - 4 = 4.  
Si en lugar de tomar lo dtferenc~ol de unsolo 

intervalo, se divide este en vrrtos partes y se toma 
ladifemncial de ta función paro cada intervoto , 
sesuman iosvo~esobten~dospara codo interva- 
lo y tuego ,se sumon losvalores parcides de los 
diferenciales de losintervolos parcioles,SE 98- 
TIENE UN VALOR TANTO MAS PROXIMO E L  
INCREMENT0,CUANTO MAYOR SEA E L  NUME 
RO DE INTERVALOS 

Dividiendoel iniervalo ( 3 - 1  :2 ),en ocho po: 
tes iguales ,.25 es la amptitud de cado intervo 
lo y eldrea de cada uno de los ochorectÓngu, 

c los,de izquierda a derecha, es sucesivamente: 

d y  xz=2x. .25 =. 5 
x-i 

4:. 2=2x..Z5 z.625 
x-1.25 

d::: xZ=2x..25 = .75 
x-¡.SO 

d h  x2= 2x..25 = ,675 
X = 1.7s 

dy'x2=2x..25 = 1.00 
Y =2 .  

dk& x2=2x..25 = l .  125 
X ~ 2 . 2 5  . 

d p t  x2=2x..25 zi.25 
X=2-SO 

d:, X' =2x..25 zi.375 
Xi2.75 
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de donde: 
-90- 

* ~ Z X  Ax=7.50 , iodidmcia ente el incremmioyio sumo debsdiferencioi~, 

X i 3  
es; 8.00-7.50. .50 

Losvdores obtenidos poro las difermcioles anhrionr, faman una progre& 
tica,cuyo 1er.tirminoes , i o m z & . 6 2 5 - . 5 - . 1 2 5 , 8 d n Ú m r o d e ~ r ~  y d  8 O  - 
término:.5+ .125. 7.31.375, LsimndDporS losunadalasdifemcioles,satW, 

S = ---- ': 375 8 = 7.50 . que es el vdamiori-nte obtenido. 

Si AB,es dividida en 16 portes iguoles,se tmrm! 

a=el primer Grmino de b proqresibn 
r = la mzón y 
u =el dltimo término: 

.25+.718f5 16 = 7.75 
2 

La diferencia entreel incremento y bruno de las diferenciales,es: 

e-7.75 =.25,dedonde: 

SI EL NUMERODEINTERVALOS PARCIALES CRECE INDEFlNIDAMENTE,SE TEN. 
DRA; WE EN EL LIMITE,LA SlMLI OEL&MFERENClALES CORRESPOMIENTES A 
LOSDIVERCOS IMEWALOS, ES EXKTAMENTE IWAL AL INCREMENTO DE LA FUK 
c m .  

Lo integral d e f i i o  de unodiferencial doda, calculoda entre dos extremos( l lonados e? 
tremos mferia y wperior,que se suponen comtantes),es el incrementode b funcidnprirnitiva 
o ontidifemncial de b diferencml propuesto cuondo b mri&le pasa de un W inicial g ,a uno 
final &, porlobnta 

Y 
Codo uno de los productos de lofwma 

f (S )  da; es el drw de un r e c h g b b  ondbpo 
ol GHMN,por b tonto; lo fÓrrnula&enido, o 

EL  AREA DE LA SUPERflCIELIIWITAOA - 1 1 1 1 1 1 1 WRSUECUACt0N.-ARCOCUYOSEXTE 
MOS TENEN COMO ABCCISLIS p y b , US 

1 1 1 I V/A I 1 I , ORMNADAS~TREMAS Y LAPARTE- 
1 A E F G H I J B DEL EJE DELAS Xs,COMPRENDIDAEN 

TRE LOSPIES MDICHAS ORDENADAS. 

ttJTEGRAL INDEFWIDA. 
Cuandano hay extremos P ¡hites guedefinanlointegrol,~ INTEGRAL INDEFINIDA. 

P 
J f(x)dx= F(r)+c ,asea: 

La Hitrgmi ~ndefmio eslo cntidifereoc~d, de-; 
LA IFJTEGRACION. ESOPERACION INVERSA DE LA DlFERENClAClON 
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INTEGRACIOM WMEDl ATA Y POR MULTIPL ICACION DE UN FACTOR. 
Integrales inmediatas,súnogurMas ,m &nde paroefoctwr lo iníagraci6n no hay que haer 

cambio alguno enel integmndo,enelbg, la ant id i fmncid esb función cuya diferencial se o& 
tuvoen lo mayoría al b w a r  una f&mub apliwbiea b dferenciocdn de los funciones análogas 
a dicho función 

m t i  
+c(m#-1) 

8 - cos u du-sen u+c J- 

INTEGRACION POR MULTIPLICACION DE UN FACTOR CONSTANTE 
Sial intepmndono tiene unas de b s  fcrmas anteriores, sereducerkle serpocible),auna de 

ellos, msdiantetmnsformaciones adecudm y luegose integra. 
Una t m n s f o r m d n  consis'benmultiplicarel inllqondo pwunfoctor constante y pw  

su recíproco. 

a)- e3Xdx, para que el integrandoseadel tipo 5, 



9-? 
Se  multiplica por 3 el integraido, por su reciprxx,la integol y setiene: 

b).. , q ~ e  parareducirla a ldny ro  3,sehace: 
x3-)=u 

3x2dx=du 
rnuitipiicanoc por 3 y por el recíproco de 3,elintegran&,setiene! 

s x 2  dx -LJ -=LJ -&.L=JG=+~~+~  
3 7 7 3  2 m  3 2 f i  

INTEGRACION DE FRACCIONES POR COEFICIENTES INDETERMINLIDOS. 
Cuando el denominador d o t ~ i e r a Í w s  d e s  simples. 

SI el n~merodm,es lodiferencialde la variable y el denominador,es$productodedos &a 
mios lineales 

Obtener I& , por c c e f r ~ ~ s i n d e t e r m i n a d ~ s ~ e n  dondeeldenominadurpudedq 
I componerse en dos foctores l ineole,~ sea: 

u2-02=(u+o)iu-o) 
póngase 

I ---- A + ~ , e n d o n d e ~ y ~ , s o n e o n s t a i -  
U'-o2 - (uta)(u-o) - u+a 0-0 tesodaterminar. 

reduciendo los dos Jltimos quebrados aotrossquivolantesdeigmldenominodor,~ tiene: 
.+ B - Au-aA+Bu+aB = (A+B)u-o(&-6) = i-az ,de" 

u t o  u-o (u*aXu-o) (IJ+O)(U-a) 

!AtB)u=O ,osea A+B =O ----(1) 
-3 (A-B) = i , sea -A+B=+ - - - ~ 2 1  

de donde 
a,- l ; B.' 

20 20 

INTEGRACIGS E€ FRACCIONES CgYO OENOMINADOR TENE UNC\ RAlZ MULTIRE 
Si el integrando mcdenominador,tiene raíces sirnples,multiples y cwnpiejos,d.bidoa 

lo presencia ae un trino mi^ q~ie.tieneesto clase deroices,se hace,por bqw sarsfiereo ka 
dos primeros rnÍces,segbn se rndicÓ,como sino hubiera otro dwede  mkes y so l e m a  - 
alnspr~rneros raíces otro cuyo denominadorseo el trinomioy tengopornurnerrrdor un bi- 
nornio de kifcrma A * t B. 

INTEGRACfON POR PARTES. 
Tiece por objetoer;contmr iofuncih primitiva de un producto; el de uno función por 

la d4ferenciol de otra función de lo misma variable. 

teniendo en cuentoque v ,es la integral de dv. 
Lo lntegral del producto deuna función por ladiferenciol& deotm,esigw obfuntim 

por la in'egol de la diferenciol, menos la iotegrol del productode lo integral obteni&,por l o  
diferencio1 de lo funcdn 

:NTLGRACION POR SUSTITUCION. 
Consiste anremplazorlavarioblede integrocib ouno expresiÓnque la cartengp, porotra 

dartobk c iinc funcbn de otra voriÓble,transforrnandose, por la sustitución ,elintegrandoen 
otils tip: j n  conccidc o de más fócii ~nteqracdn. 
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Por medio deeatas lheas,haga potente mi agradecimiento por b ayudaque en la real¡- 
ración de este monud, prestoron loa seH)f;~.'ss U 0  WUL RUJZ y ENRIQUE TEUFFER 
en b revisidn cuidadoso decadovw, L l o s ~ n e s q u e b f o r ~ n a n ,  amtmdo tombi/n ideas 
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