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A Lecton.

Matemdticas Aplicodas , nacid deldeseo de ayudar a RECORDAR, atodos aqueflosque

enelejerciciode suprofesidn o por encontrarse ya i Jperiores , h il comi
no a seguir para lasolucidn de alg bl o dticas, de dioria aplicacion,resy
tandotedioso o dificil por folta de tiempo, lainvestigacidn de ello ,entantos libros especializg
dos, que generaimente son varios y que dificil van en los Bibli particu.

{ores.

Es verdad que obtenido y memorizado el resuitado o formuia final , éf planteo saotvida,
siendo éste ,en la mayoria delos casos,por los elementos que intervienen enél,deimpor _

tancia capital par el estudioaque se dedica.
PARA ESO,ESTA HECHO ESTE PEQUENO MANUAL.
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Moatomdticas aplicadas

Algebra

I3
, esdin
Yy Wqﬁe
Signos madomdticos
+ | mds F | ménos mds V™ | raiz
— | menos (L1 |paréntesis o | sumade
X por > | mayor que @ | infinito
=+ | entre < | menor que L jesa
= |iguaia &= | mayor digual a .. | como
# | desiguaidad £ [menoriquala T | 31416
% |mdsmenos % | porciento log_| togaritmo
Ley de los SW
+640:420 ) .o suma, el totol es positivo onegativo, segin sean lossignos
—20—a=-30 de (05 sumondos.
+20=a=ta | se restan yel resuttado se afecta delsigno dela mayor
~2¢tasz—a

(+a)(+a)=+a? !
(-a}~a)=+a®
(+uX-n)=-u'}
(-} ta}=-a®
(ta)={+a)=+1
(-a)+(-0)=+i
{ta)-a)= -1
(=a)=(+1)= -1

en o MULTIPLICACION, signos iquales dan resultados positivos

contrarics don resuliodos negatives
&n la DIVISION, signos iquole# dancociente positivo

contrarios dan cociente negativo

CON ENTERog 1 CON FRACCIONES

SUMA .
to=2 0. ©. 0dsbe
eresza [ bt d” " bd

RESTA
—as Q__b._od-bd
a-0=0 ! b~ 4 ba

MULTIPLICACION
aXbzab Sx-2=-g2

DIVISION

. a.b__ag
o+bzg I d ¢ db
2. [ L=, infinito


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


-2

a®=1 9-0,cem
ok %:E. indeterminado
%=0 Y=T=i ,imaginario

2n= nGmero PAR
2n £ 1= ndmero NON

Md«a&w&eay 4

Medio ARITMETICA ———
" GEOMETRICA —— ,/,T
“ ARMONICA Zob

Son los qus indican una o més operaciones con LITERALES o NUMEROS y LITE-
RALES. .
30, 40-3b,0b, 222 | = ob,s0n EXPRESIONES ALGEBRAICAS.

C’u/‘m
£3 un NUMERO o LITERAL colocado a laizquierda de o EXPRESION , & indicoel
ndmero de veces que ésta deba fomorse como sumando.
En 20, 2es el Cosficiente de g, & indica que ¢l valorreal de g debe tomarse oo
mo sumando 2 veCes 03¢0 20=0+0
0+0+0a+0... +no, n es el Coeficisntede g

¢

Son pequeRos nigneros o letroy dos arriba ya k de un nom
presidn e indico ol nimero deveces qus éstos se foman com factor.
a®zoxo
dzaxoxa

o"=oxaxax...an veces

a*xXa=a® ol ¥
a™Xah =a™*" '\'ruTn =a
2. {
at ¢ \“[ai"" zq ™A
(0= a
o7 _ m-n .
un
(@™P=a™"
-m_ |
L Vs =0 WA
m mn
oo
Monomios 4 po&nonw
TERMINO c MONOMIO, Son expres de

foctores o divisores
20, 7/9, 3a/b, a®b, son MONOMIOS.
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BINOMIOS, TRINOMIOS, ... POLINOMIOS , son expresiones olgebraicos que cons
ton de dos, tres omasMONOMIOS separados entre si por los signos + 0 —
ab-c, a/b-x, o’+b? son BINOMIOS
a+b-¢, 0-bc+x , son TRINOMIOS
ob+c—d/2+x2, (ab)®-c+d +x-y, sonPOLINOMIOS

Valor Numérics

Todo expresidn algebraica, depende del valor numérico oblenido para sus literg
les.

Tabulor unaexpresidn aigebraica,es los valores numéricos oblenidos para
las literales.

NINGUNA EXPRESION ALGEBRAICA SE ALTERA SISE LE SUMA Y RESTA O
RESTA Y SUMA , UNA MISMA CANTIDAD.

S1 A CANTIDADES IGUALES SE LES MULTIPLICA O DIVIDE POR UN MISMO
NUMERO, LOS RESULTADOS SONIGUALES

3;-": o™M™" , suponiendo que m>n,m y n cualquier
q volor
8¢%b .54 , Puesto que: Bentre 4:2, a*entrea=a®"
4ab za
ybentreb=z |
El valor deuna fraccién NO SE ALTERA si se multiglican o gividen sus dos tér-
minos por un mismo nimero.

fa)e) ac. o
(b)) bc b
Si tanto el denominador como el numerador de una fraccién son divisibles por una
misma cantidad, el valor de lo fraccidn no se altera y ésta se ha SIMPLIFICADO.

S¢.- a9
be b

2.1
4°72
Cocienteindicado es cuando no existe sxpresién entera qus exp o

cocisnte. 9.9
b b

Reduccidn & un Comsin Denominador
_g. y L= 1_‘3,& , Cuyo comin denominador es be,
C" bC  resultado de multiplicar eldeng
"y *. oy XpH 54
por los dos términos de laprime._
ra y l0s dos términos de lase
gunda por el denominador de ko
primera.
Cuaiquier Miitipio Comun dalos denominadores, pusde ser el denominador comdn
y recibe ol nombrs de *:Kcﬁmmmﬂ.p
Ky -2y AL resuhainde ol5) v oty )

Suma 4 Resta de fracciones algebraicas
B e 258 mme: § - o= 550 rosa. Comndo on demarinadorss songuae




te conlos numeradores .

Cuando los denominadores son diferentes.
5,30, ,(z,,, ,,(;z,.in: 3t Sata3nt
be ac

Se multiplican, numorudor con nui
a,¢ . ac
b d bd

cuando:
o2 §(ga =(Lydy-
y sanorminad

porsu esiguala
b (L0, puesto kP 22 =0 por simpiificacién

.Y)wmz!e}wcaone&

oK _- GKE . @ astpes cuando las fracciones son
'JC bex b givisibles, de noserlo, se multipii.

ca la fraccidn dividendo por elre_.
ciproco de la traccidn divisor
.. d ,
T+l = lf): %‘2 ,siendo - el recmrocods%—

4

Elproducto deuna §

Cuando e} producto de dos nimeroso expresiones es igual a la unidad, éstos son
RECIPROCOS. .
.,(g.,ﬁ § oy g ,son RECIPROCOS

(Ht2)=1a/b y b/a,son RECIPROCOS

&

. CUHACIONES ’
ECUACION ES UNA IGUALDAD EN DONDE EXISTEN UNA O MAS INCOGNITAS.
Resolver una ecuacidn es encontrar el valor (o los valores de lasincognitas).
IDENTIDAD,es una igualdad para cualquier valor numérico asignado a loliteral o
o lag literales.
RAIZ o SOLUCION, es el valor numérico que satisface laigualdod
7+0=15 ,a=15-7 =8 , la RAIZ de laigualdad anterior s 8 pugs
toque 8+7=(5
Con g y b,nimeros conocidos y x como incégnim pueden formarse los sigugn
tes tipos de ECUACIONES SIMPLES
ECUACIONES SOLUCION

Cuandoun término de una igualdad pasa de un miembro a otro de dicha igualdad ,
lo hace consigno contrario.
€nll) x+0=b, en donde al restar el valor a enlos dos miembros de la igualdad, se
tiene; x+a-a=b-a y comoenelprimer miembro a-a=0, simplificondo se tiene:
x+0=b-o, oloque es lomismo,
x2b-a, en donde se observa que eivalor g afectado del signo+ pasa
de! primer miembro af segundo con el signo -, contrario al signo +.
En{2) x-a=b,en donds al sumar &l valor g alos dos miembros y simplificando se
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tiene: x=b-a
En{3) %=b , sise muitiplicaporel valorde g cado uno de los miembros, se tiene:

%% ba, de donde simplificando queda;
xcba

En(4) xa=b, sise dividen los dos miembros por 6! valor de g, setiene:
Jaq.,juL , de donde simplificando queda;

ek

Paréntosis
Nosdlo se usacomo signo de agrupacion, sirve también para indicar que lo conte.
nido en é1,es untodo ai cual se le aplica la operacion que afecte a dicho pore'masis
a+{b+c~d}=alresultodo de bec-d,sumodocong
a{b-c) za ladiferancia b-¢,muitipiicado por o
{ab){c-d)= al producto ba por la diferencia c-d

Niimenos Dositivos y Negativos
Los n / POSITIVOS (5 ,+2ab,tb),los
cuoles vonproudidos por elsigno + y nimeros NEGATIVOS (- Sx, -3, nb), que
van precedidos por &l signo -,
Todo nimerc cuyosigno se omitic, sele considera POSITIVO.
Todonmero positivoes DO
Todoniimerc negativoes <O
Dedos nimeros noqu?wu es MAYOR EL DE MENOR VALOR ABSOLUTO.
Lu wdodos omu numoros positivos es POSITIVA.
v negativos es NEGATIVA
La suma de dos nimeros ©on signos contrarios, s una resta de sus valores abso.
lutos con signo del mayor.
UN NUMERO ES MAYOR QUE OTRO St SURESTA ES POSITIVA Y MENOR S|
SU RESTAES NEGATIVA

Eouaciones con solucidn negativa
x-6:-8
x=-8+5
x==3

Bmmdz/ke‘m

(a+bl = o +20b+b°

(c-b::-o‘ -2ab+bt

(a+b]” =a® + 30%b + 30b*+ b

(aeb)? za"na"'b Ma"“'b’i»m—zl n~3p34  snob ib"

Suma por diferencias

(a +b)o-b)=0*-b?

Otros Productas # Cocientes notables
{x +alx+b)= x? +la+b)x +ab
-“'J-E-Ebb"’—b.= a+b

.n';m_*.hfga_.,

a-b
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2-b'
a+b

2_n8

Y
-’ﬁg—l = o®-ab+b®

5_p3
-’o—'_'-g-= atrabed®

Loganitmos. (genenalidades )

b =BASE log.1=0
y=b* logO=—a
x=log.y log.b= 1
PROPIEDACES:
log. AB=logA +10g.8 , dedonde, EL LOGARITMO DE UN PRO
DUCTQ ES IGUAL A LASUMA
DE LOS LOGARITMOS DE LOS
. FACTORES.
= - w w  ELLOGDE UNCOCIENTE ES
tog. =log.A-log.8, JGUAL AL LOG. DEL. DIVIDEN.
DO MENOS EL LOG.DEL DIVI
H “ SOR "
tog.A"=nlog.A , €L LOG, DE UNA POTENCIA ES
~ IGUAL AL EXPONENTE DE LA
POTENCIA POR EL LOG.DEL NJ
MERO
g\ -LRA RAIZ ES KiAL
AL'LOG.DEL NUMEROG DIVIDI .
DOPOR EL INDICE DELARARZ.
LOGARITMOS VULGARES.
b=i0
LOGARITMOS HIPERBOLICOS.

el el Lt
=t '51'-51'—4-1'...

= 2718281828459

log., ©20.434294:M ( médulo)

=L
",06-2302585-M
loo.n:ﬁ-lognn loggn=Miogyn
VALORES DE"M(MOOULO)
1] 0.434294 5| 2.608767
21 0868389 71 3.04006
A7
AR :
52171472 10| 4. 342945
paapm‘aw
ARITMETICA
a-b3c-d
GCEOMETRICA
a:bxc:d
Q2.<
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oxd = bxe
asb:b=cadic

CUARTA PROPORCIONAL
o:b=b; x

MEDIA EXTREMA Y RAZON
' a:xs X:0-X
%>»0-%
Progresiones

S= suma de los términos

az primer término

U= ditimo "

0= ndmero de términos

4= Razén o diferencio
q= Razén ocociente

ARITMETICA GEOMETRICA
Suma de los ¥rminos Suma de los Mérminos
s=23U, ge-l2.

Utimo término Uttimo $érmino
U=za+{n-~1)d Uszaq™!'

ARMONICA
a,b,c
a:c=a-b:b-c

=a
L5 L- L (5,meda omdnica)

p : . N
Ndmero de permutaciones de x objetos entre s:
L2.3...x.
Nimero de permutaciones de x objetos tomados nog :
N=x(x-1){x-2)., .(x-n+1)

x{x-F}{x- %01
L2.3...n

" Son ECUACIONES DE PRIMERGRADO o ECUACD?QSLINEALES con respecto

auna INCOGNITA, todos aqg ® gnita, superiorss a
io primero flncn
Ecuncion numérico es lo que no contiens otro lstraqueio incégnita,

4x-T+x=10-3x~1
on donds iendo términos ) , se tiene: 5x=729-3x
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5x=16~3x
8x= 16
.16 .
xs-g =2
Supnesisn de Denominadores
snosdmmbmbrosdc%g.._s , 88 plican por el d inador del primero, se

tiens: §-§51= BX6 = 5x= 48, porlo tanto:’
x=%§=9.6

cuando la ecuacion tiene lo siguiente formo -:- + -ﬁ- =ab , resolviéndolo se tisne:

bx+oxza®b? ,de donde;
(o+b)x=ap?
.
" otb
Para suprimir los denominadores de una ecuacin, se multiplicon ambos miembros dedicha
acuacién, por el minimo comdn mdltiplo de los denominadores.

En .%4.% . _",._.5. , siendo 4a ¢! m.c.m delos denominadores, se tiene:
20xt+12-160=9-a
2o0x=-12+16at4-0

Zox:m

Dos 0 més scuaciones son SIMULTANEAS cuando el valor de las incognitas es igual pg
ra todas los ecuaciones. :
Elimingcida , es el método por el cual,enunsistema de ci hace &
unadelasincognitos,
Existen varios si para ef la eliminacién.
Eliminacidn por gumg,cuondo el sist p ta la siguients forma:
2x+3y:=36 (1)
5x-2yz14 (2)
Se multiplica(l) por elcosficientede'y”,en(2) y{2) porsicoeficienteda’y\enli)y
se tiene:

4x+6y =72
x-6y =
sumando 19x =4

despejondoo x x ='|—’9‘!=6

sustituyendo en{i) por elvalor de x ,s8 tiene 12 + 3y = 36
de donde despejondo y, se tiene:
3y=36-~12
y:gsqqe

per io tanto jos valores de s incdgnitos en{1) y(2), son:
%36
y=8
comprobondc en(l] 12+24=36 y
en{2) 30-i6:=14

Eliminocion por resty, do el sish presentc la siguiente forma:
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3Ix+2y=23 (1)
2xt3y=27 __________(2)
Semuitiplica{ I} por elcoeficientede"'y"en (2 ) y (2) por el coeficiente de"'y"en(1)
y se tisne: Mx+6y=869 ()
4xt6y=84 ____ (2)
restando (2) de(!) & =15
despejandoa 'x” x =—|—5§—R!

por lotanto x=3
sustituyendo en (1} @ x por suvalor:

9+2y=23
de donde 2y =23-9
por lotanto 2y=14
despejandoay"” ks
por lotanto y=7
comprobando
9t14s23 __ (1)
6t+21=27 (2}
Eliminacidn por sustitucién , do eisisterna presenta la siguiente forma:
3x4 7y 2224 ———u(1)
x-5y =6 (2)
despejondo una de lasincognitas en funcién de la otra
x=6+S5y (3

sustituyendoen (i} por eivalor de x
3(645y)+ 7y=22.4

quitando paréntesis 18+15y+ Ty=22.4
ordenando . 22y =£ 418
despejondoa y y =?‘§=0.2
sustituyendo en(3) xz6+(
x=7
comprobando:
21+14=22.4 — (1)
7-1=6 . (2)
Eliminacién por igualacién
xt3y=7 _____ (1)
x=2y=2 (2}
de donde x327-3y=2+2y
7-2=2y+3y
§=5y
y=1
sustituyendo en (1) poretvalorde "y"
x=7-3
x=4
comprobando
44357 (D)
4-2=2____ = (2)
Eouaciones Litorales
Son enque uNao mas delas idad idas se rep: por letros.

Enax+b=c, a,b.c,soncantidodes idas v x 8slaincé
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Suponiendo 6 x como laincognita en k idn {a+xXa-x)={30-x)x,se tiene:
. a?-x% =Bax-x2

de donde a¥=3ax =xB4x?

ordenando 3ax= o’

cEgete
pal‘enc«a de un Radical
(27") =(2x5 4= 2" x5 4= 4x5x5% -
=20V%

(5Vx)*=(5X x5 )® =125 x 3 =I25xx s =125 xv&
2z 2

Inversamente (2+V3):414V3+3:7+4V/3 asea:
EL CUADRADO DEL PRIMER TERMINO,MAS EL DOBLE PRODUCTO DEL PRIMERO

POR EL SEGUNDO, MAS EL CU. J_DRADO Ei. SEGUNDO, es decir:

2%+ 2(2V3) +{V3)
simplificando ~ 444V3+3
y ef do las sumas indicadas , queda 7+4V3

Eenaciones con Radical

x=3+/xE45
trasponiendo x-3=VxL 45
elevando al cuodrado ¥-6x+9=x8-45
dedonde xtx®-6x=z-45-9
simplificando -6x =
por lo tanto x=g

En la scuacion Vx=0.1=vVx-31+|
elevandoel cuodrodo  x -0 =x-3.1+2Vx=3.1 +1

de donde 2:=2Vx=-3,1
y deaqui 1=Vx=3.1
elevandoal cuadrado t=x-3.1
de donde x=3.1+1=4.
Eouaciones dege;mdo grads
Son oquellosque reducidas a sumas simple expresid solo la sequnda ose.

gundao y primera potencias dela mcoqmm
Todo ecuacidn de 2° grodo puede reducirse alo siguiente formo:
ax?+bx+cz0
En 7x*+5x =18 ol transformorse enla forma general queda:
7x24+5x-18=0 (nndondt a:7,b=5 y ¢c=18),siendo TER
MINO INDEPENDIENTE #l que no contiens a laincognita
npleta de Segundo grado esia qus isnelaseg ypnmempoten_
clasdo laincdgnita ei feta la que 30l iene la segundap i doloineq
nita.

x*+ 3x~-10=0, es scuacion de Segundo grado compietq.
x2-b=0
x2+5:0

Couaciones de Sequnds grado incompletas

En; 3x2 4122 2x2+52
3x2-2x8=52-12 i
x2z40 . . x=£ V40

} son ecuaciones de Segundo grado incompletos,



_//_
En 5x2+15:=3x®+65
dedonde:  5x%-3x2:65-I5
2x2 =50
xt=22:=25
X =ﬁ\/§3=t5
comprobando: 125 +15:=75165 .. 1402140

Eenaciones de Segunds grado

METODO GENERAL
Puesto que (x+a)® =x%+2ax+a¥, ol binomio x2+20x, le falta a2que eslomitad de
el coeficiente de x, al cuadrado, pora ser cuadrado perfecto
Silaecuacionde la forma:
xt+2ax=b, el primer mismbro puede hacerse cuadrado parfec.
to agregando a®a los dos mismbros, o sea:
xt+ 2ax-d% bt o?

x+6x=55, ogregondo 3%glos dos miembros para hacer al primero,cuadrg

En
do parfecto, se tiene:
x?+6x+9:64 , la cual puede quedar os(;
(x+3)+64
por lo tanto extrayendo la raiz cuadrada, se fiene:
xt3:=8
de donde: x=3+8
x=50 -l
Verificando:
25 +30=55
. {(-IN*+6(-11) =55
121 -66=55

Aplicando el mismo método o la ecuacién
x2+2ax+a%=b+a®

(x+a) sb+a®

xta = Vb4a?
x=osVbta?

Cuando el coeficiente de x es mayor que uno, se dividen por 6] ombos miembros pora
obtener lo forma general

En 2x*-3x:=9 » dividiendopor 2 (coeficiente de ) 18€ tisne:

por lotanto

xz'—z' X =E
2
agregando elcuadrodo dela mitad del coeficientedex o sea 3 2 por % 4% =|9—5

se tiene: x-?xi'[—s-:E 1

do enel seg i ;
16

. 2.3, ,38 . _‘..
de donde: X’ ZX’IG 3
como el primer miembro de la ecuacion es cuadradc perfecto, al extroer raiz cua
drada alos dos miembros, sng
=+ 2
)
3 9
2

2
L2319 12 PR R - I
por lotanto; x= r 745 o x= 3 - 3° >
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Souaciones litonales do Segundo grads

En wrbxze . R
2 b b
uuuqundo(%} , x5+ bx#T-c+4
extrayendo lo roiz cuadroda; x+ %: Ve +%-
=::12 Vac+b®
de donde; xe- 22 LVacte

Toda ecuacidn de Segundo grado puede raducirse ala forma:
ax®+bx+¢=0, enlacual 6,b y c,son cantidadescong.
cidos y dela cuclse deduce; ax®+brz=-c , dividiendopor g se tiene:
b
L ra ",,3‘ ¥ agregaondo (-é—),quodu
b b? , bP-dac

R 5
a ad 4a

extrayendo lorofz cuodrada;  x +-°- =k 2'— Vo= 4ac

de donde: x= EEE-—MLC—

porfotanto; LAS RAICES DE TODA ECUACION DE LA FORMA
ax*+bxtc=0 , SEENCUENTRANCON LA FORMU.

- T b>4ac
20

LA GENERAL

Cuando g =1
gz —btvb-4c
2

Enlaecuocion 2x2-3x~9=0 , 2:9,-3=b y -9=¢

por jo tanto: in:'F ) 4" +7 =BT:9=3 6"2—

RELACION ENTRE L AS RAICES Y LOS COEFICIENTES EN LAS ECUACIONES
DE LAFORMA x*tbx t+c =0

Siendo x, y x,las dos raices

cuondo x,;+x, b /b4 /'!4c - \fb};
X tx =

_

-2b
S-=b
cuondo X, _pHp-4c) B-6-4c
KX 5Ty 7 °c

de donde: LA SUMA DE LAS RAICES ESIGUAL AL COEFICIENTE DE x CONSIG

%0 CONTRARIO Y EL PRODUCTO DE LAS RAICES ESIGUAL AL TERM!NOINDE
FENDIENTE

DISCRIMINANTE!

cuanés b —4oc>0 , las refcessonreatesy desiguales
2 " " " "
»"—4ac=0 , e igucles



-/3-
b ~4a¢c<0, las raices son imoginarias
Bormas especiales
" +2x" =15:0, despsjando x"
(e 2:VAT60 1248 5 4 o
= S8l 228
x=V3 ¢ V-5

mm
z?’-rrfa'

+35:0

. re/178a2.35 | 174289 -280
2.2 s

7/ 1783
a 3

.o =56 35
elevando las raices a T n
L BH®
GE+2x)-2(x%2x)-3 =0

daspajonda "+ 2x 2 Vavie | 224
x'+21=—2— R 36 -1

por o tanto: xT+2x=3, xI+2x =~
de donde, |a primero scuacidn , x=-3 4 |
y la segunda xs-| o=}

En x?-3x"'-4:0 , que as desegundo grado en x~'
despsjondoa x™' ,se tiene
x"'2-4 o-l, puestoque /3= ~4 o |
por lo tante x21/4 o-l
En general; TODA ECUACION DE LA FORMA

o™+ bx" + ¢=0, PUEDE ESCRIBIRSE AS!
.

2

alx") +bx" +c=0
considerando x" como incognita, su valor se encuentra por la formula general y el de x
alextraer loraiz p

Raices extrarias

Aigunas veces por causa de ciertas transfor i enuna
obtienenraices que sotisfacen las acuaciones 1runsformndqs perono lo propussta.

Siseslevaal cugdrado x-2=5, se tiene:

x*4x+4:25
de donde: x=76-3
lareiz 7,satisface la ecuacion propuesta,no asi -3-2=+-5 que no esiguala 5,p0r lo
tanto~3 esuna RAIZ EXTRANA.

Cuando £LOS DOS MIEMBROS DE UNA ECUACION SE ELEVAN AUNAPOTENCIA,
SE AUMENTA EL NUMERO DE LAS RAICES y probablemente oiguna de ellas ro satis_
face ala ecuacion.

<

,se
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Lamultiplicacidn de ambos miembros de una ecuacién por una funcidn de laincégni
ta, puede introducir roices n

COMUNMENTE LA SUPRESION DE DENOMINADORES NO INTRODUCE RAICES
EXTRANAS.

Eonaoionas
FORMULAS GENERALES
PLANTEO SOLUCION
De Primer gradocon unaincdgnita
x+a=b xzb-a
x-0=b xsb+a
ax=b x= ‘%"
‘nﬂ X=a x=a _“T
ax+b=c xz -37;9—-
De Primer grado con dos incognitas
(simultdneas) b—be
- D . eb'=b¢
axtby =¢ Xz ab-ba
. ac’-co’
axtysc s gc=co.
g ab'-ba’
De Segqundo grado in et
xt=e x=tVa
axttb=c x=x
De Segundo grodo completas
cuando =1 ¥ +bx+¢20 Tbivb-do "2"“4"
3
axts bx-c=0 xz —DEVbedac
20
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Geometria

DIVIDIR UNA RECTA EN DOS PARTES IGUALES.

Sea AB larecta.

Conradio mayor que la mitad de [arecta ycen
troen A y B respectivamente, se trazan los arcos —
que atcruzarse determinanios puntos C yD.

Lorecta CD divideala recta ABen el punto
0 8  Oendospartesiguales.

/T Dedonde AO= 0B

-
— e e =D

TRAZAR UNA PERPENDICULAR A AB,SOBRE ELPUNTO O CONTENIDO ENAB
Conceniro en O y radio cuoiquiero, se trazan

c
X los intersecciones A' B'.
] ' c troen A'y B'r { ,setrg
| za la interseccidn C.
A A B, Uniendo Ccon O seobtiena lo perpendicuior
pedida.

TRAZAR UNA PERPENDICUL AR EN CUALQUIERA DE LOS EXTREMOS DE AB.
Porel punto C exterior a AB y rodic CA,se

FARN traza el arco DAE.
TN c Uniendo Dcon C y prolongando hasta cortar
i el arco, se obtiene el punto £,
\ ; h N Larecta EA,es perpendicular en A, 6 lo reg

\ > taAB

A 3

~ D ©
~ -

TRAZAR UNA PERPENDICULAR A AB DESDE C.
Concentroen C,se trazaetarco A6’

Con centro en X'y B' respectivomente,se trg.

e .
P za lainterseccion C'
I Uniendo C con C* se obtiene COqueeslaper,
: pendicular pedida.

2o 40 Log

A~ T8
l
!
t

¥

DIVIDIR AB EN n PARTES IGUALES.

c Setrazanapartrde A, AC conun dngulo cug)
quiera y se fijonsobreelia las ppartesiguales
deseodas ’

Elditimo punto sobre AC,seunecon B
A N Paralelos o 5B sonlas rcsm’ln uniones las
3 4 5F cuulos dividena AB en las partes donodas
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TRAZAR UNA PARALELA A AB.

Setoman C y D, contenidos en AB.
e Conradio igual ¢ lo distancia entre las pa

N ralelas setrazanarcos con centrosen Cy D.
5._5__4_L__$__\°A Se levantan perpendiculares en CyD que
< corten alos arcosen C' D
Uniendo C'con D, se obtiene la paralela
a AB, pedida.

DIVIDIR UNANGULO CUALQUIERA EN DOS PARTES IGUALES.{BISECTAR)

Con centro en O,vertice del dnguio y con
radio cuaiquiera se trazo el arco A'B'.

ConcentroenA' y B',se traze laintersec.
cidn C.

Larecta OC, divide al dnguio AOB endos
portesiguales.

DIVIOIR EL ESPACIO COMPRENDIDO ENTRE DOS RECTAS NO PARALEL AS ENDCS
PARTES IGUALES . .1a SOLUCION.
De ser posible, se prolongan los lados

hasta formar el vértice O del dnguio ACA' y
A &e sigue ! procedimiento anterior,

Cuando no es posible prolongor (os lados

MD sehacen las poraielas OD y OE que formonet
L A= éngulo DOE.

= A —e — —F Lo linga OC, divide el espacio compren_

g—%—‘-‘__n;\__o " didoentre AA'y BEB',en dos partes iguales.

2
30 SOLUCION
¢ A Cuando ei espacio comprendido entrelos
%//W rectas es grande, se traza CC' arbitrariamen.
P P\ / \\ I’ tey los dngulos que formacon AA' yBE!, se
- Ao X bisectan.
/\‘( / Eicruce de las bisectrices de los dngu.
A \, g 'los ayc,determinael punto E y ol de josde
7 — b y d,determina elpunto B .
\Y La recta EE', divide endos partesigug
A \ /31 - les al espacio entre AA'y BB'
8
BI

DIVIDIR UN ANGULO RECTO EN TRES. PARTES IGUALES
Con radio cualquiera y centroen O, se traza elarco AB.
Concentroen Ay Br setrazan los arcos OA' y OB
Umendo OyB' y OyA‘ queda dividido el dnguioc en 3 partesiguo.
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TRAZAR LA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA, POR A,PUNTO DADO SOBRE
ELLA.

Con centro en A y radio AQ,se fraza el ar—.
co OC.

Con ung recta, se unen OyC, prolongando
5~ Concentroen C y radio CO, se frazaelor.
co 0AB

Uniendo Ay B se tiene la tangente pedi
da.

ROR A, PUNTO FUERA DE LA CIRCUNFERENCIA, TRAZ AR DOS TANGENTES A
ELLA.
SeunenOyAyse hace B=1/2 de OA
Concentroen By radio BO se trazoel ar.
co CC!
Uniendo C con A y C'conA, se obtienen
las dos tangentes pedidas

C!

TRAZAR LAS TANGENTES EXTERIORES A DOS CIRCUNFERENCIAS DADAS.
Se unen los centros de las circunferencias
y se localiza el punto B a 1/2 de 00"
Se traza con centro en O ,una circunferen.
cia auxilior cuyo rodio sea igual ol radicde
la circunferencia menor.
Concentro en B y rodio BO se cortaata
D' ( circunterencia ouxiliar en Ay A'.
¢ Seunen OA y OA'y se prolongan hasto.
que cortena la circunferencia exterior enC y
[

Losradios O'D y 0'D',se hacen paralelos alos radios OC y OC'

Uniendo CD y C'D',se tienen las tangentes pedidas.

2]

TRAZAR LA?TANGENTES INTERIORES A DOS CIRCUNFERENCIAS DADAS

Con centro en O y radioigual a lasuma
de los dos radios de las circunferencias, se
trazo el orco ACB.

Con centro en D, punto medioentre O yO'
y radio DO, se troza el orco A'OB".

Las rectos OE y OE!',determinan los
puntos FyF',

Se hacen paralelos OF ' con 0'G y OF
con O'G.
Uniendo los puntos FyG! yF'G,setie
nen las fangentes pedidas.

CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO CON ANGULOS DE 30°,60° y30°
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4 Con centroen A y radio cualquiera AC ,
- se trazaeiarco CC!,
Concentrs 3n C e iguairadio, se traza la
N Intersaccién D,
\ Uniendo Acon D y bajonde lo perpandicu.
300 \ lar DE, se obtisne el triéngulo ADE ,cuyos
A valores ongulares son:
£ A=60°
R ! 8 £D=30°
E c LE=90°

TRAZAR UN TRIANGULO CON DOS DE SUS ANGULOS A 45°

Sobre AB,se tomauna magnitud cuolquie
ra CC' y por C selevania la psrpendicularCD.

Concentroen C yradio CC' satrozalain,
terseccidn C" sobre CD.

Uniendo C' con C*, se obtiene el tridngulo
CC'CY cuyos valores ongulares son:

£C=90°

£C'=45°

£C*=45°

TRAZAR UN TRIANGULO EQUILATERO.
Concentroen Ay 8 yradio AB{igualala
base del ridngulc pedido), se traza lointerse;
cidn C,
Uniendo AconC y B:con C, secbtisnset
A 8 tridngulo pedido.

‘ENCONTRAR EL CENTRO DEL CIRCULO QUE PASA POR DOS PUNTOS DADOS,

Y CUYO RADIO SE /QgOCE.
Con centro en los puntos Ay B respectic

vamente y mdi'o igual al conocido, se traza

<t . una lthuecion que es el centro buscado,
N : En el sjemplo se observa que por Ay B,
2 ? xc ¥ /2‘ . pueden pasar intinito nimero de circulos.
\ 7/
1 \\\\\ //; 7

N

AT =" 8

PASAR UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA POR TRES PUNTOS DADOS.
o Concentroen A y radio mayor que lami.
/ \ tad dela distonciasntre Ay B, setrozael
\ ¢ arco aa'
/ \ 7 Con centro en B, se troza elarco bb',
Ay == =3 / Con centro en C,se trozaelarcocc’,
X i } ;/C Tanto el arco bb', como el arco cc' tienen
&K Ve el mismo radio que ei arco ag'.
~ Uniendo las interseccionesii' y j 'y pro-
- iongdndodas hasta quese corten , determinon
PN el punto O que es el centro del orco XX',e |
o v cual tiene por radio lo distancia OA."
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TRAZAR UNA TANGENTE SOBRE UN PUNTO DADO EN UNA CIRCUNFERENCIA.
/5 Se traza OB, posando por A
Con cent A y radio cualquiera se tra,
zan lasinterseccionas C y C'.
Concentroen CyC' y radio mayor que
CA,se trozanlasintersecciones Dy D'
Uniendo D, Ay D', sa tienelatangente pe.
dida.

CIRCUNSCRIBIR UNA CIRCUNFERENCIA A UN TRIANGULO CUALQUIERA
PRIMER EJEMPLO

D —— B
- N
/\

N | /
S~ XL - 7
)(/'E Se lsvantan las perpendicuiares a AB y AC
SEGUNDO EJEMPLO / Elpunto O,interseccién de las perpendi
culores,es el centro de la circunf: i3 circung

erita al tridngulo,con radio OA.

—_—

INSCRIBIR UNA CIRCUNFERENCIA ENUN TRIANGULO.

Se trazan los bisectrices delos dngulos Ay

pC Por O ( punto donde las bisectrices se cor

fan), se baja la perpendicular OE.
Concentroen O y radio OE ,se trazalacig.

tunferencio inscrita en el triéngulo.

PO! IGONNS RFGH ARFS INSCRITNS
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INSCRIBIR UN CUADRADO EN UNA CIRCUNFERENCIA,

Se trazan los didmetros AA' y BB', per_
pendicularesentres{ y se unen con cuerdas,
los puntos AB,BA’, A'B' y B'A, quedandocons
truldo el cuadrado pedido.

INSCRIBIR UN PENTAGONC REGULAR ENUNA CIRCUNFERENCIA.
B Se trazon los didmetros AA* y BB!.

Se hace AC=1/2 dal radio AO.

Concentroen C y radio CB, satrazaelar
co BD.

Con centro en B y radio BD, se traza elqr
coDE.

” Lo cuerda BE, es el lado del pentdgonope
o,

INSCRIBIR UN HEXAGONO REGULAR EN UNA CIRCUNFERENCIA.

Se traza eldidmetro AA'

ConcentroenAyA' yradio OA (dela
circunferencia), se trazan (os arcos BE y
cD.

Uniendo las intersecciones BC,CA',A'D,
DE, EA y AB, se obtiene elhexdgono psdldo

INSCRIBIR UN OCTAGONO REGULAR EN UNA CIRCUNFERENCIA
Setrazanios dmmetros AA'y BB, perpen
d:cu|ares entre s{ y se bisectan los cuatro
dngulos formados en O.
Umcndo los puntos deinterseccidn dabs
btenidos,conla circunt 158
obhanul octdgono pedido.

En genero!; paro mseribirun poligonoreqular de n numaro de lodos,se sigue ! siguien
te procedlmlerno que,resueno con ta propiedad dabndu, du el olos problemas propues
tos con la mdxima rapidéz y el minimo de error. Se Hlam

PROCEDIMIENTO GENERAL PAR/- INSCRIBIR CUALQUIER POLIGONO ENUNA
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Se traza el didmetro AB y con radioiguol
a dicho didi ycent AyBr iva.
mente,se traza tainterseccién C.

Se divide AB en tantas partes iguales co.
mo lodos deba tener ol poligong,

C  Lasegunda divisidnde! didmetro AS apar
tir de A ode B, indistintomente,se uneconia
interseccidn C y se prolonga hastaque corte
a la circunfergncia en £

La cuerda AE,es el lado del poligono pe .
dido.
El éxito de este metodo depende del cuidg

CIRCUNFERENCIA DADA,

do con que se realice.

INSCRIBIR UN DECAGONO EN UNA CIRCUNFERENCIA.
B Se trazan AA'y BB, perpendiculares entre

i,

Sehace OC=1/2 OA.

Con radio CO y centro enC,setroza lo sg
micircunferencia OA',

Se unen By C y por B con rodio BD se trg
za slarco DD,

La cuerdu BD',esei ludo del poligono pe.
dido.

CONSTRUCCION DE POLIGONOS DADO UNO DE SUS LADOS.

DAOC EL LADO o, CONSTRUIR UN TRIANGULO EQUILATERO
Con centroen los extremos de "a” y radio
iguala dicho lodo, se traza la mt?rsu:mdnB.

Seune B con los ex'rarnosde a ysech.
tiene el fridmgulo equildtero pedido.

w_w

DADO EL LADO "o, CONSTRUIR UN CUADRADO PERFECTO
Por losextremosde "'a ', se levantan perpen

o~ . " )
AN diculares con magnitud igualcon a
rd \ Sehacela paralelo 6"'a" y se obtiene el
[T cuadrado pedido.
a
(4

woh

DADO EL LADO a, CONSTRUIRUN PENTAGONO REGULAR.
Ay B, extremosde a".

Por B se hace la perpendicuiar BB*.
Concentroen B y radic BA setraza el

7 ~o orco AA' que corta o B8'en D
8 NI Concentroen C,punto medio de AB, y rg
\ dio CD,setraza el orco DD' gue cortaa BB/,
M prolongacién de AB,en D' :

' Con centro en A yradio AD',setraza la
—_.-Q) g interseccion £

B Uniendo Beon &, se obtiens el segundo
lado del poligono.

"o
a
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ConcentroenA y radio AC, se trazoelarco BB'
Por A, se levanta una perpendicular que corta o BB'en D'
Con centroen D'y radio DE, sehace la interseccién F. .,
Conceniroen FyE respectivomente y radio AB, se traza lainterseccion G
{niendo AconF, Fcon G,G con E y Econ B, se obtiene ei polfgono pedido.

CONSTRUIR UN OCTAGONO REGULAR DADO EL LADO "a"
jcr | . Por el puntomediode AB,selevanta
la perpendicuiar CC'.

| ConcentroenC y radio CA,se trozo
| la semicircunferencia AOB.
§ Concentroen Oy rodio OA,se trazo
elorco AQ'S

El punto O' sobre (o perpendiculor (C
es 8l centro de la circunferencio que ing
cribeal palfqono padido

SUPERFICIES EQUIVALENTES.
CONSTRUCCION DE UN RECTANGULO EQUIVALENTE AL TRIANGULO DADOD ABC.

Por A,ssbajaloperpendiculor AA' yse
hoce D=1/2 de AA'

Por D,se traza una parotela u BCy por
ByC,resp se perpendi.
culares quecortenaésto en B' y C’

El recténgulo BB'C'C obtenido, 8s equi_
valente ol tridngulo ABC, dodo.

CONSTRUIR UNTRIANGULO EQUIVALENTE AL POL IGONC ABCDE.
A Seune Acon Dy C respectivomente.

Se prolonga enlas dos diracciones ellg,
do CD.

Por E se troza EE' paralelaa AD.

Por 8 setraza BB’ poralela 0 AC.

El tridnguio AB'E', es equivalente alpo.
ligono dado,

DADO EL TRIANGULO ABC, CONSTRUIR UNCUADRADO EQUIVALENTE.

A Sehace AD=1/2 de AB y con centro
en B y radio BD, se trozaei arco DB'que
cortaen B a la prolongocicn de CB

o Sehoce B'G=1/2 de B'C y conradio
— GB'se trozo el arco B'D'C que corta a AB
e AN en D

s _ 1D N 80", es el lado del cuadrada pedido.



compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


23-
TRAZO DE UN HUEVO,DADO SU EJE MENOR.
AOB=eje menor con centro en O.

€C!, Perpendiculor o AOB, do por

0.
Con centroen O y radio OA se trazola
circunfarencia que cortaa CC'en O'
Seunen AconQ'y se prolonga y BeonQ*
y se prolongo.
Conradio AB y centroen A y B respecti_
vomente se trazan los orcos AA'y BB'
Concentroen O* y radio O'A', se troze el
arco A'B',que completa el huevo pedido

DADO EL EJE MAYOR AB,CONSTRUR UN OVOIDE,

D"~ Sedivide AB en cuatro partes iguoles.
Ve R N ConcentroenCy C' yradio AC,setra.
/"/L—\T\ \ zon los circunferencias que son tangemtesan
=~/ =
/ S X\ 0. .
AY /N / /

Conradio CC'y centro en Cy C' respect

A _*'C‘ __’g _}Ru B se trozanlasi iones D y D*

, \ N /N Seunen Dy C y Dy C’, prolongandose hag
\ , A2 / taencontrar o las circunferenciasen F y F'
F \ 7 Yt Eniguai forma,a portir de D' selocalizan
los puntosEy E*.
NYLd N
- Concentroen D y D'respect y
o~ radio DF. se hacen losarcos EE'y FF*,que

completan el trozo del ovoide pedido.

CONSTRUIR UNA ELIPSE, DADOS SUS DOS EJES

METODO DE PUNTOS.

' Con centroen el cruce O de los ejes y ra.
dios iguales o los semiejes, se trazan las dos
circunferencias.

Se dividen las circunferencias enn par_
tes iguales. (en et ejempio, 12 partes)

Por los puntos 2,3,5,6,89,11y12,se
bajon perpendiculares ol eje de los x.

Por los puntos 2',3',5',6,8,9,11'y12',
se trozan paralelas aleje delos x, que cor.

x'4 tan o las perpendiculares anteriores en
los puntos a,b,c,d,ef,g y h,uniendodi
chos punios por medio de curvas,se obtie.
ne aelipse pedida.
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METODO POR INTERSECCIONES

Se froza el paralelogromo ABCD, siendo
AB y CD igual al eje mayor y AC y BCigual
al eje menor.

Loslados del paraielogramo se dividenen
partes iguales, se numeran y seunen como se
indica enla figura,quedando trazado lo elipse
pedida por el parfil interior delos trazos.

O GruR- NSy

CONSTRUCCION DE LA PARABOLA.
CONOCIDO ELVERTICE X, EL EJE xx' Y UNPUNTO P.
3

Por x,vértice conocido,se levantauna
perpendiculor.

Por P,setraza una porcielaa xx' que
corto g laperpendicular trazada en A.

Las distancias xA y AP, sedividenen
igual nimero de partes iguales.

Se une el vértice x con las divisiones en

, APy sehacen paralelas & xx', por las di.

visiones de x A

1.os puntos de cruce de las paralelas enxA con los diagonale de x a AP, sonpun.
tos de la pordbola.

CUANDO SE DAN DOSTANGENTES.
A xA y xB, tangentesdadas que se dividen
enigual ndmero de partes iguales y haciendo
los trazos que resuelven el perfil de la pordbg
la pedida, segin se indica en ia figura adjunto,

a AB=la directriz.

le F= el foco dado.

CC'= perpendicular a AB pasando por £.

D={/2 CF

Los puntos 1,2,3,4 y5, se tomaron sobre

CC',conmagnitudes arbitrarias y pasan.

5 ¢+ doporellos, se frazaron paralelos o AB .
Conradios Ci,C2,C3,C4 yC5, setra.

zaron las intersecciones aa',bb,cc’,dd'y ee'

que son puntos de la pardbola pedida.
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CONSTRUIR UNA HIPERBOLA,DADOS LOS DOS FOCOS Y LA DIFERENCIA CONS.
TANTE DE LOS RADIOS VECTORES

\.d v d\\/
20. Rama
4 3 2
X + + +— X!

/\‘ a d,

F y F', los dos focos dados, sobre X X! y C,punto medio de ladistoncio comprendida
entre los focos FyF! .

Se hace CA y CA'=glamitad de ladiferencia constante delos radios vectores.

Ay A',sonlos vértices de la curva.

Sobre AX y A'X', se toman los puntos i-1,2-2',3-3' y4-4',arbitrarios peroa
iguai distanciode F' comode F.

Concentros en F y F' respectivamente y radios Al, A2, A3 y A4, se trazan arcos arri

ba y abojo de FX y F'X".
Con radic AFfly centroen Fse hacen las intersecciones a y a’ y con el mismo radio ¥

centro en F, s¢ hocen los intersecciones 0, y 0,.

Q I mismo p imi setrazanias sigui enlas dos ramas
haciendo el rodio A'F2 para los puntos b,b',b,b; ¥ asi sucesivamente hasta determinar
los puntos necesarios al trozo pedido.

Uniendo d,¢,b,a,A,a’,b',c' y d', se obtiene unadelass s yuniendod, c,, b, g, A"
ay,b5,C5,d, , seobtiene la otra.

TRAZO DE UNAESPIRAL

METODO DE ARQUIMIDES" .
L Se traza el circulo generador y se divide

en X nimero de partes iguales y uno de los
radios se divide en igual nimero de partesigug
les en que se dividid el circulo.

Concentro en O y radio Ol,se trozo unar
co que corte al radio | del circulo generador.

Concentro en O y radio 02 se traza undr
coquecorte al rodio 2 y asi sucesivamente

Uniendo lasint, : blenidas, qug
da trazada la espiral pedida.
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En XX',¢eje de laespiral se toman los pua
tos AA'

Concentro en A y radic AA',setrazael
arco A'o,

Con centro en A' y radio A'a,, setroza el

Xt arco ﬂl 02‘

Con centro en Ay radio Aa; se traza el
arco a,az y as! sucesivamente hasta comple
tor el nimero de vueltos deseadas.

ESPIRAL DE DOS PUNTOS.

EVOLVENTES. { Todo poiigonoregular es capaz de generar su propia evolvente)
EVOLVENTE DE UN TRIANGULO
S < ABC, el tridnguio dado y AA',BB' y CC',
/ prolongaciones de sus lados en el mismo sentido.
/ Con centro en B y radio BA,setrazo unar
co que toquea to prolongacion de Ben a.
Con centroen C y radio Case troza el arco
lab y asi sucesivamente hasta iograr la magni..
tud deseada paro la evolvente pedida.

Se divide el circulo en X partes iguoles y
se trazon tangentes por los puntos donde los
radios tocan a la circunferencio.

Con centro enel punto detangencia |l y
radio igualala cuerda |- 12, se traza el arco
12-a.

Con centroen 2 y radio 2-a,se trazael
\ arco a-b y asisucesivamentehosta com.
\pletar |a magnitud deseada de la curva.

e

» ae

Sobre la horizontal XX', se traza una circunferencia la cualse divide en n partes
iguaies (en elejemplo n=12) y por los puntos 1",2",3",4",5" y 6", se trazan parale.
los o XX\
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Lamagnitud Q-2 ,tomada sobre X X'= D y se divide en {2 partes iguoles.

D= didmetro de lo circunferencia generatriz

Por los puntos 1,2,3, ...,12, selevantan perpendiculares que determinon en ei eje{3")
{os puntos a,b,¢c,d,...1.

Con radio igual al de la circunferenciageneratriz y centro en los puntos a,b,c,... F,5u-
cesivamente, sefrazan los arcos I-1',2-2',3-3' y osi hasta el centro | que detarminaen
12 ei Gitimo punto y Final dela curva.

Uniendo los puntos O-F,1-2',2-3!,..II'- 12', 58 obtieneiacicloide pedida

EPICICLOIDE
/) HIPOCICLOIDE

Tante ia epicicloide como en la hipo.

! cicloide, los circunferencias generatri -
[pces ;ruedan sobre un arco tomado como
!+ base.

Su trazo se hace siguiendoel procedi.
miento del case anterior con |a salvedad
de quelas proyecciones de los circulos .
generatrices son arcos conceéntricosal
arco base.

Arecs
CUADRADO

u/ aze?, a=0707id=VA
// Az1/24d%, d:l4t4a=1.414 VA
1/

——a—s

RECTANGULO

f——b———
PARALELOGRAMO
o

——)

—

Azabzovd®-aZ=bVd?-b?

[Pa—-Y

Azcb, a=zA/b, b=A/a

T
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TRIANGULO RECTANGULO

|

T

L4

TRIANGULO ACUTANGULO

Az1/2bc

a:Vbte ,b=\/u-cz,c=Vu-b

/

b —

TRAPECIO

R —

e

TRAPEZOIDE

_(asb)h

A: {hth')a+bh4ch'
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CIRCULO.
C=Circunferencia=27r
A=rr2
o

d=T‘T— s r=I/2~C.’T—

X

0\

(

SECTOR CIRCULAR.
o
-~ . _rawm
W\ (.= longitud del orco = 1805
‘ ¥ Azl/2ri
1
! I re2a/L s SLZHL
q-57.296L
SEGMENTO CIRCULAR. !
L

Az1/2[rL~clr-n)]

ci+an
8h

h=r-i/2V4r*~C* | a=

, L=0.01745rg
57.296L
r

=

D=didmetro mayor
d= " menor
R;rq?ia mayor

r= menor
A=T(R*- !z]

A=Trab

R
Perimetro{aprox.)= 7 V2(a?+ b%) - (‘:2.;2))

v=L®

=¥V

PRISMA DE BASE CUADRADA.
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VzTrth
Sup.total =2 7r{r+h)

[PRBEREY

a=gpotema
Azdrea de la base

n=ndmerc de lados
r =radio de la base
h= altura de la pirdmide

Suptotal=3L {ath)

4hitO DE SECCION RECTANGULAR,
Iizdiémetromayer , 9= didmetro 1 enor
<= anchedel anillo

T N2 42
V=70 -a%
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TRIGONOMETRIA es laparte delas Matemdticas que estudia los relaciones queigan
los lados y los dngulos de un tridngulo y aplica dichas reiacicnes, ai cdlculo de fos elerner,
tos desconocidos en el tridngulo.

Es comin el uso del alfabeto griego (pnmeras y Oftimas letras de éi),enla designo.
cidn de los dnqulos de! tridngulo.
alfa
beta
gamma
deita
epsiion
zeda
eta
theta
iota
koppa
lamda

nu

xi
omicron
pi

rho
siq':na

tau
upsilon
phi

xi

psi
omega

EE€XO-CHdVQDFOMITR >R T @IVTM o R

FUNCION, es una mognitud variable, ligada con otra llamada VARIABLE INDEREN _
DIENTE, ental forma que, a una voriacidn de ésta le corresponde una variacidr de le ~
primera.

Dos funciones son INVERSAS, cuondo iavariable independiente de la primera, es -
funcidn en la segunda y viceversa.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, son razones entre elementos rectilineos tigados
a un angulo cuyas voriaciones dependen dela variacidn del dngulo.

ANGULOS POSITIVOS,NEGATIVOS Y SIMETRICOS.
B Son ANGULOS POSITIVOS,cuando OB o

do movil}se mueve en direccidn contraria a ias -

maoneciiias deunreioj y sise mueveenelsenti_

\ -+ do de dichas manecillas, es NEGATIVQ.

Dos dngulos son SIME TRICOS,cuondc s:
J - ior absoluto esigual.

in.

SISTEMA SEXAGESIMAL y SISTEMACI_
B cLico.
La magnitud de un dngulo puede expresarse
en grados (sistema SEXAGESIMAL ), 0 en unidades ciclicas(sistema CICLICO).
Enel sistema Sexogesimalgl dnguounidad es de un grado(1°), 0 sea la nonagésima parte
del dngulorecto
Enelsistema Ciclico,el dngulo umdcd,o unidad cxchcu o de medida circuiar,es el anaula
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central de una circunferencia cualquiera,cuycs iados i eptanunarco de itudigual
del radio, de donde foma el nombre de RADIANTE o RADIAN,
Unidad Ciclica expresade en grados:

2 Wr=longitud de ia circunferencia
x = ndmero de grados del RADIAN
de donde: X -t
360" 27
por lotanto: x=3807.- 180 . 57 795g0:57017" 44,8

Como T es una constante con valor fijo por ser larazén de toda circunferencia asu dicl
metro, el Radidn es undngulo bien definido y es independiente del radio dela circunferen_
cig, por lo tanto 180/ 7 = | RADIAN,

Si 180= 7 radi . por divisi

iva se tiene
GRADOS |90 | 60 | 45. 30| 10 ] |

EAEAEAEAEAE

RAD'ANES‘Z | 3 l a ! 3 | i§°|780

APLICACION

La medida ciclica del u’ngulo de 75°,es:

TBB x75= 5‘2 =1.3089975 radianes

Cuando un dnguio estd expresado en unidades ciclicas,para reducirio a grados, basta -
multiplicar suvolor por 57.2958

Un dngulo expresado en unidades cicli esigualala razon del arco,al radio dela cir.
cunferencia.
c 8

OA=r (de ung circunferencia cualquiera).
AQCB:=el unqulo unidad ciclica o radidn.

AOC = un dnguto cualquiera con arco AC de longi—
tudl y se tiene:

A LAOC _ are.AC _ L
LAOB arc.AB r
Despejando L AOC, se tiene:

Laoc, L
radién  *
LAOC = =— radidn y como elradidn esla —

unidad en el sistema ciclico, queda: £ AOC= L

r
Sisetiene unarco de 25¢m, correspondientea un dngulo central en una circunferencio
cuyo rodio es de 30 cm.
Siendo X,el dngulo, sumedida en unidades ciclicas

_grco 25 S5
X'_mdlo 30 5 radidn

Su valor en grados es:

57.2958 2-247. 7465°= 47° 441 47.4"
€l sistema elclico ser da paro la medicidn de dngul
velocidades angulares.

g cuando se opera con.
ws

angular en ,por segundo,de un cuerpo giratorio.
v= velocidad de unpunto enla periferia por segundo.

r=radic en metros
Dé donde:

P
w= T N
Suponiendo que v= 20m.por segundo y r=2m, setiene:

ws % z|0radianes por segundo,
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FUNCIONES TRIGONOME TRICAS DE ANGULOS AGUDOS

c
: AOB= un dngulc agudo,
[+] A 0B= lodo movil
D CD= perpendicular bajade de C{punto cualguiera fcma

do en OB), alladofijo OA,del tridngulo.

Lasrazones entre los segmentos DC, CD y OC, forman las FUNCIONES TRIGONOME TRL
CAS del dngulo ACB.

Sus definici son las sigui

DC |
EC—-SENOGQAOB

00 .

90- COSENO de AOB

E—- TANGENTE de AOB
99— = COTANGENTE de AOB
-%: SECANTE de AOB

DC = COSECANTE de AOB

o dnfennclo 1-cos AOB = senoverso AOB
t- sen AOB=cosenoverso ACB
DEFINICIONES EN FUNCION DE LOS LADOS, DEL TRIANGULO RECTANGULO.
c
Sea ABC,el tridnguiorectdngulo y
a=lo HIPOTENUSA
9 b b=el CATETO OPUESTO

c=el CATETO ADYACENTE
Las FUNCIONES TRIGONOMETRICAS del dn

B 3 ry gulo B, seexpresan delasiguiente monera.

SEN. g B . tateto opuesto

o .’potgvmo
€0S. B= _C___ cateto a ICCOMB

hipotenusa

_.b _ catfeto opuesto
TANG.6 = ¢ cateto adyocente
.t cateto adyacente

0T B = —Catetoopuesto
_a hipotenusa
SEC.B === "oteto adyacente
[}

.9 ,_ hipotenusa
csce b cateto opuesto
SENVERB:I-C0S.8 = 1=

COS VER.B =4-SEN.8 =1 -2~

FUNCK)NES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS,
d es= | ; por lo-tanto, para un mismo dngulo, son FUN -
CIONES TRIGONOMETRICAS RECPROCAS el s8no y la cosecante, el coseno y la-
't la !
Enel mongulo ABC, segun las dcnmcloncs se tiene:
senB:z b/a; ; cscB=a/b , de c’londe
senB cscB=(b/a)a/b)=1

| t
senB= “escB - Y cseB: “send
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de la misma manera sededucen los férmulas siguientes:

cosB=c/a ; secB=a/c
de donde: cosBsecB:= (c/a)a/k)=l ..

o o1
o8B gocE ¥ SecBs goeE

De lo onterior se deduce que:
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS, NO SON LONGITUDES, SON RAZONES
_ENTRE LONGITUDES PUESTO QUE REPRESENTAN VALORES ABSTRACTOS, ASH
COMO QUE DICHOS VAL ORES NO DEPENDEN DE LA LONGITUD DE LOS LADOS DE
EL TRIANGULO SINO DE LA MAGNITUD DEL ANGULO.

C

En el tridngulo rectdngulo BAC,conforme alas de.
a finiciones anteriores ,pueden formulorse los siguien ..
b tes iquaidades.
senB =b/a , cosC=b/a
B A tangB=b/c , cotC=b/e
¢ secB=a/c , cscCza/c , de donde:
cosC=senB ; cotC=langB ; csc C=secB y por lotanto:

Elseno, lo rongeme y lo secante de un dngulo son iguales ol coseno, la cotangente y la
cosecante del dnguio pl io togue; los dngulos By Cson ios
por lo que; el coseno, lo co?onqenteyloenssom se liaman COFUNCIONES.

FUNCIQNES DE ANGULOS COMPRENDIDOS DENTRO DE LOS 90° y 360°,

Cuando el dnguio 8
estd comprendido 90y 180° | 1BO®y270° 270° y 360°
entre;
senB = + cos(B8-90°) | — sen{B—180°)| —cos(B-270°)}
cosB = - 5en(B~90%) | = cos(B-180%)| t sen{B-270"
tongB = = ¢0t{B-90°) | +1ong(B-1809%)| —cot (B-270%!
| cot B = -1 B~so°) +cot (B-180°%)] ~tang(B-270%)
- —30c(8-180°) + csc (B-2709]
csc B = +sec(B-90°) | - csc(B-180°)] ~sec (B-270°)
senverB= 1+ sen{B—90°) |1+ cos(B—180°) |l - sen(B-270
cosverB= I- cos(B-909) {i + sen(B-180)|I +cos(B- 2709
SIGNOS OE LAS FUNCIONES EN LOS CUATRO CUADRANTES
CUADRANTES P T T 3° 4%
GRADOS °1180° 9 27Q°|270P ¢ 360°
seno y cosecante - -
tongente y colangente -+ -
| secanteycoseno | L= +
ALCRES EXACTOS DE LASFUNC |0NE§ DE Alg NOS Al QS (los mds usuuiesl
Angulo] O°T 307 60~ | 90 120 Ked It Q'
| 3 V3 1
sen | O g = > 1 > = l:f 0 110
| [N T O Sy =T
Sl I 2 R I ol o -l B I
! - L
tong 10 1 7= | V3 @ V3 -1 |0 | ®fo
| ]
cot |0O| V3 1 = [} Ti 1 V3| @ o |00
sec |1 5|VZ | 2 © -2 |-VZ|]-&-1 | o |}
csc | 2 |v2 |5 v & (v ]2 (oo |-t [0
P V3
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CALCULO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

ANGULOS AGUDOS.

Conocidos dos lados de un ridngulo recténguio o una funcidn de uno de los dngulos agu..
dos, pueden expresarse los valores de fodos las funciones de los dos angulos agudos.

En el dngulo ABC, con valores conocidos de 12.2 para la hipotenusa y 7 paraeica.
teto opuesto 0 B, porel teorema de PITAGORAS, se tiene:

Ba=VIBOZX ([CAY= V12 22- 72 V100 =10

C
Las funciones de los dnguios en
By C,son:
- .
senB=cosC= 23
12.2 7 - __10
cosB=senC= 2.2
tangB=cofC= %—
B A
0 cotBﬂunqC:%
secBecsc Cx 22
cscB=sec C= 1—2.%

5 , . .
Dado la secB = —x-, calculor las demas funciones del un7ulo en B,

Sila secB = -2~ =_DIPQIBNUSD _ o cateto opuesto = vV5— 32= V16 = 4, de donde:
3 “cateto adyacente

C
sen B:—Q—=0.8
cos B= 5-:=0.6
man:—%—: 1.33
5 4
cot B =—220.75
secB=—53—-= 1.66
csc B = —2—: i.25
B A

CASOS PARTICULARES.

ANGULOS DE 30° y 60°
A ABC=un tridnguio equilatero

DA, perpendicuior a BC en D,por A.

SiBD=1,BA=2 y AD= V4 -1 = V3

A3oe. Por lo cual y segin los definiciones fundamenta_

2 les que ligan Jos funciones de dos 5ngulos compie.

mentarios, se tiene: )
sen 30°=cos 60° = 505
=

80°

s c c0s 30%25en60° = Y2~ =0.826
o P V3

tang30% cot 60° =

——:=05764
2 3

0 = o=z = 0= O = - -
cot30°%=tang80°=v 3 =1.732 , sec30°=csc 6Q0°= el 3 LI5S

=2

cs¢30%:5ec60°=2, senver30= cosver 60%=1-cos30°= |- —2@ = 0.1340
cosver 30°= senver 60°=(—sen 30°=1-1/2=1/2=0.5
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RELACIONES DIVERSAS.
sen B
cos B

- RO .

=tong B olB
|

cosB

secB =
cscB= .
“senB
sen?B + cos?B = |
!anng + co?zB 2]

cos B= ——LT

i+tang“B

SUMAS Y DIFERENCIAS.
sen{A+B)=senA cosB+cosA senB
cos{A+B)=cos A cosB* senA senB

tang A tongB
1¥tang AtangB
VARIACION DE LAS FUNCIONES
ANGULOS COMPRENDIDOS ENTRE 0° y 90°
Y AO, posicidn inicial dei lado movil de los dn.
quios AT, 803, A0 Y
Conmagnitud OQ, setrozaelarco CC' -
que determina los puntos @, B vy
Por los puntos @, £ y ¥, se trazanlas -~
perpendiculares @ &', 'y Y'Y \que for -
A ™man varios tridngulos rectangulos enlos cuales
B‘ el cateto opuesto aumenta conforme crece el
dnguic mientros el catete adyocente disminuye, porlo tanto:

aa< BB yy yoa >oB Doy

tang{A+B)=

o]

de donde

BB 77 ,05ea; sen AQ @ < sen AOf3 Csen ACY
Oa O,G

BB , 6 sea;lang A0Q < fangAOB < tang AQ Y
oa’ 0,8
oa _OfR oy . P
—— & —= ¢ ~L ,oseq;sec AGR  sec AOB\sec AQY

dngulo vario de G° 6 90°, giseno, la tangente v {a secante, aumentan
dw: velor mientras ave, 1g Gosecante, la coiangente y gl cosenc, por ser reciprocos de
awlas funcicnes onteriores disminuyen al variar el dngulo de 0° o 909

#E SOLUCION DE TRIANGULOS RECT,
SCIPIOS FURDAMEL TALES,
s ABL uniriangulorectangelo

HGULOS.
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c Si:
senB=b/o, bzasenB y-
cosC=b/a; b=acosC
g b de donde se deduce que:
UN CATETO CUALQUIERA ESIGUAL A LA
A HIPOTENUSA POREL SENO DEL'ANGULO —
OPUESTO AL CATETO BUSCADO O POR EL
COSENO DEL ANGULO AGUDO ADYACENTE A DICHO CATETO,
Delas igualdades anteriores y de ko definicion de funciones reciprocas se obtlene:
03 b/senB = bi/senB zbescB , de donde s deduce que:
LA HIPOTENUSA ES IGUAL AL CATETO DADO,POR LA SECANTE DEL ANGULO
OPUESTO, 0 POR LA SECANTE DEL ANGULO AGUDQ,ADYACENTE A DICHO CATETO.
En consecuencia, en el mismo tridnguio rectdnguio:
tangB=b/e; bzctangB y
cot Czb/cy b=ccot B
de donde se deduce que:
UNCATETO CUALQUIERA ES IGUAL A OTRC CATETO MULTIPLICADO PORLA -
TANGENTE DEL ANGULO OPUESTO AL CATETQ BUSCADO O POR LA COTANGEN .
TE DEL ANGULO AGUDQO ADYACENTE A DICHOQ CATETO.

8 c

IDENTIDADES
identidad trig: étrica, es unaigualdad oigebraica antre rozones de un mismo (\g_
gulo,que se verifica para cualquier valor obtenidoa dicho dngulo.

tang A= colﬁ_A , senB=cos(30°-8)
c BAC, tridngulo rectdngulo
- £
a b senB= ° , cosBz r
£t do al los igualdades ante~
riores i i , 8@ tiene:
B < A y

2, 2
sen 8"+ cos’B= b +,°
o
sl b®+c?= o (teorema de Pitdgoras), se tiene:

seno2B+ coseno?B=1
Dividiendo las igualdades onteriores miembro ¢ miembro:

senB _ b . cosB. ¢ .
cosB © ¢ 7 seng | b * dedonde:
senB
cosB - 10198
cos B

zcot
senB cotB

Elevando al cuadrado secB= cl B cscﬁr% y sustituyendo o por be+ cz,resu«o:
2g. 0 +° 2 N e .
sec B=:z‘= oI ese B="%z‘:—?- » de donde:

on
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sec’B =l ﬂunqz B
cs®B =i + cot’B

Ecuaciones trig étricos,son iqualdades de un mismo dngulo , que ok se satisfacen

para determinado valor o volores del dngulo.
En 2cos X =secX
X = 45° | de donde se deduce que la ecuacion anterior se satisface solo_

mentecuando el dngulo vale 45°
Resolver una ecuacion trigonométrica es encontror suraiz o raices.
Rafz de una ecuacién es el valor encontrado para el dnguio, que la satisface.

Las ecuaciones frigonomérricas,ugual quelas oigebraicas, pueden ser de cualquier ~
grado y simullaneas.

Cuando una ecuacidn trigonométrica contiene diferentes razones, se transformaen .
otra que cormenqga una sola y se resualve por ios procedimientos algebroicos indicados.
En 3tanga +3 cota = a7 , como cota= | /tang a, se tiene:

3tanga +3——— tunqo' 4/3_, de donde:

3tang% +3 =4V tanga

3tang%a —4\/§'unq a+3:0, que es una euacionde sequndogrado cuyo
incagnita es tang a. Resolviéndola, se tiene:

a3:Va8-36. 4¥3:2V3 2V3+3 VBl

tang a= 6 = s = 3 2 3

a, , &s el angulo con tang = V'3 = 60°

a,, es el dngulo con tang =v3 /3 =30°
Comprobando:

3 tang.60° + 3 cot 60°= 3\/_+3——-4f

3 tang 30° +3 cot 30°:3 —‘@- +3V3

S=superficie

b = cateto opuesto
¢ = catato odyacente
8= dnguto dado

NI—

i donde:
Como br ¢ tang B, se tiens:

s logee oo
be = 2 c{c tangB) = 3¢ tangB

=8cm + B=53°8', sustituyendo en $=1/2 c2tong B, setiene:
S:1/2X6% X1.333:1/2X36 X .333:218X1.333:23.994 22
1,332 #salvalor de la tangente de B=53°8',obtenidoen tas tablas.
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Relacidn muménics entre

DADA UNA FUNCION, CALCULAR LAS DEMAS.
Sea Sena =5 Y

Sieado el senc larazon de lo ordenada

a ladistancia alorigen, basta considerar ef
punto P cuya ordenodo seas 4 y ta distan.

3 cia ol origen se0 =5,

Siendo YY' y XX* los ejes coordenados
X ¥ O,elorigen, a partir de O y an-direccicn
de la Ys. positivas,se toman 4 unidades.La
recta NN'es parolelaa XX'y pasa por el -

punto 4 de Y.

Concentroen O y radio iguat a 5 unidades, se traza el arco CC* que corta a NN'en los
punios Py P!

Seunen Ocon® y Ocon P' y por P y P'se bajon perpendicuiores que sobre X X', defer.
minan los puntos M y M®

Los dngulos XOP y X'OP*,satisfy las dici delp
dngulos con sen=4 /5 = al seno dado.

La abscisa delos puntos PyP' as

VELa® =V25-16:%3

puesto queson dos

por lo tanto:
senA=4/5
cosAz+ 3/5
tangA=+4/3
cotA=+3/4
secA=25/3
cscAz5/3

Silatang A = 3/5, siendo positivo sl valor dado, los dos puntos que sotisfacen esta
condicion,son: P(3,5) y P{-3,-5),
Como se observa enla figura,exis._.

ten dos dngulos cuyo 1ang.esigual a 3/5
por io tanto:
T 72 tang A= 3/5
- s sen A=% 3/V34 :+3/34/34
] cosAcsx 5//'— =+£5/34/34
xSy | cotA=5/3
0 sec A=2V34/5
3 A T cscA=+V33 /3
¥

Silosec Az -? » sh donde por sormqoﬂvo el valor dado y feniendo en cuenta quela
di ia se toma siemp: valor luto, o decir, positivo, 1o absciso es negativa.
Sobre eleje XX'y apartir de O en direccién a X', se trazan 3 unidades ysehace

NN’ paraleia aieje YY'
Con centroen O y radio = 4 unidades, se traza el arco CC' quecortao’ - ~<- “iN'en

fos puntos PP'.
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OP yOF', valen 4 unidades y forman dos dnguios que

satisfacen las condiciones del probleme, puesto que sondos
anqulos cuyasscante es igual a kisecante dada , por 1o tanfee

si s8c A= - 3T

y . ’ N
mwde@ﬁmmdemm 4 2elacio_

Y

FUNCIONES DEL
ANGULO DE 0°

Z{a,0}

Y
Z(0,b)

FUNCIONES DEL
ANGULO DE 90°

o

FUNCIONES OEL
ANGULO DE 180°

- Z(-a,0)

FUNCIONES DEL
ANGULO DE 270°
Z{0,-b)

Si 02=a, las coordenadas de Z,punto sobre el
tade mévil, son {a,0), de donde:
sen 0°= 0/a=0
cos OP=a/a=l
tong0°:z 0/a= 0
cot 0°=0/0zc0
sac 0%=g/az |
cs¢c 0°=0/02 0

Si 0Z =b, las coordenadas de Z, punto sobre el
fado mévil,son{0,b), de donde:

28n 90°:=b/b =1

cos 90° 20/0:=0
1ang90° =b/0=co
cot 90°=20/b=0
86¢ 90° =b/0 =c0
csc90°=b/b=1

Si 0Z =0, las coordenadas de Z, punto sobre el
tado mbvil, son {~a,0),dedonde:

sen 180° = O/ =0

cos 180°= -g /0=

tang180°= O/-a20

cot 180°3 -0/02 ~o0

sec 180° a /-0 |

csc 180°=20/0z00

Si 0Z=b,las coordenadas de Z, punto sobre el
lado mavit,son{0,-b), de donde:
san270%.b/b=~1 ,cos 270°=0/b=0
1009 270°P= -b /0= -co , cot 270%50/-b=0
sec 270°:zb /Oze0 , €8¢ 270Pzb/=b= -1



_4/-

X En el dngulo de 360°, sus funciones son iguales
alas del dngulo de O°, puesto que sus coordenadas
FUNCIONES DEL son las mismas.
ANGULO DE 360°
Z(a,0)
yt

CIRQLO TRIGONOMETRICO, e 3 e! clrculo cuyo rodio esigual @ I,(unidad orbitraria)

C S -
7
//

847 Teniendo en cuenta lo semejonza de los tridn

Efp==-=-= guiosrectdénguios OPB y OAT ,OPByOCS y
siendo 0C=0A=08 =1, resulta:
A .PB_PB_

o r A sen ADB= 0B 1 P8

_OP_OP _
cosAOB-OB-QI—-op
1mbos=fi=£—=ﬂ—=u

cot aoB-2 - £5..€8 .cs

PB" OC
.98 0T OT, 08,08 0s,
uchOB-OP-OA- 1 =0T , cscAOB= e 0C | os
por o tanto: [ cotangente (CS) s
//
//
Cosver(€C) 77| T 7
E <
\0"’\ tangente(AT)
& o
[
oS k]
coseno(OP) &
’ j "
senver (PA)
Se determinan los signos de las funci rep das por rectas , aplicandolosprin

cipios siguientes.
Todo segmsento perpendicular algjg de o9 cosenos (eje delas X ), es positiva sise
toma porgorribo y nmlivo sise toma para obajo.

Tod dicul

Todo ol gjg de |03 senos (eje de las Y ), es positivo sise tg
maala dom:hu y mo'lvo sisefomaoala izquierda.

La secante y la cosecante son positivas siss toman sobre el radio o su prolongacion
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que e del arco inter por los lodos del tridnguio y negotivossise —
hacen en sentido contrario.

Sumas y diferencias

sen(a=b) =sena cosb x senb cosa

coslo:xb) = cosa cosb = sana senb

. fangat tang b
tang (axb) \Ftanga fangb

_cotacotb¥l
cot(atb)--—————co' ba colo

Productas

s8n20= 254N 0 cOSa
cos 20 = cos®a-sen‘a

tang 20:-270090_
I- tang®a

a . Jl-cosg
sen 2 s 2
a . /lircoso
cos B
s. /f T-cosa
tang 3=V 1¥cos 0

(PARA ANGULOS MUY PEQUEROS)

aavb cos a;b
- - a-b a+b
seng—senb=2 sen 2 cos =3

onoo+emb=2cos-°;—b cos 20

2
- . atb o-d
cos o —cosb=—2 sen 2 sen 3

cosg+cosh ... ovh S-b
cosa— cosd eot 2 cot 2

Resolucidn de tridngulos rectingulos

B Dodos a y ¢, encontror A,8 y b.

senot+senb = 2 sen

senAza/c

cosBza/c

orsaza/2 V c—a°
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B Dados a yb, encontrar A,B y ¢
-~
e fang A=a/b
/c/ a area= L.}
Pid tongB=b/0 =3
7~
e b c c=vVa bt
Dodos A ya, encontrar B,by ¢ B
///
B=90°-A _
2 . //
b=acotA  arsa= > cotA _ o ¢ .
b _ -
€= CosA b
[« N
B Dados Ay b,encontrar B,ay ¢
1
- 8290°-A
o7 ) .
rd
Pl °: azbtong A anoz"—";"’A
/’ 1 b
b dc SR

Dados A yc,encontrar B,a yb
B=90°-A
a=csen A
bzccosA

unn:c’sengcosl\ 3 c‘u:ZA

R ‘ . Jet' ‘ ‘!.

Dados A,Bya, encontrar C,byc

C=180°—{A+8)
_asenB
biena

=2 sen(A+8)

senA

o?sgnB senC

areaz|/2 absenC = 2 sanA

Dados A,ay b,obtener B,Cyc

sen B= b s:nA
aran:gp—zmg
€=180°—(a+B)

ﬁasenczbsanc= 2% b5 2ab 008 C

senA ~ senB
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Dados C,a y b,encontrar A_;B. »

.EE_B,A,byc

) z90°-+ ¢
5 (A+B)z80°- 75 C

tong 4 (4-8):[ 78 Jrong L (4 48)

(a-b)
g a-o1e{ {5 3

Az1/2(A+B)t1/2(A-B)
B=i/2(A+B)~1/2(A~B)

. cosl|/2(A+B) osenC e unl/Z(NB)\/—L—
c-lu*b)mvz(ﬂ_a) ooyl c=fa b)uﬂl/Z(A-B) a®+b*~2abcos C

dreazi/2 absenC

Dados a,b yc,encontrar A,ByC

8= ﬁzh‘c senl/2A=V —-;:KS'C)
a .
cosi/2a= v EESL

be
A b P
- - tangl/2A=V Ssﬂ(:%:—')g-
sonA= 2V s(:-nblcgs-b)sg-g
senl/28=\/$i'&-d’-'-ﬁ , cosi/2B=V ’(s b) ,tangl/28= JZ%_E—)LY'

senl/2C=\/£s—:%l:-—b) , cos /2 c=\/7’(:b°) ,tang 1/2C= —’ﬁ'—’l
drea=v's(s-aX s-b)(s-¢]

of s B+c¥-2bc cosA
= o*tc*-2accosB
&= a® b®-20b cosC
Nimeros Complejos

Es un NUMERO COMPLEJO, la representacion de un ENTE ABSTRACTO por un.
por de nimeros reales cyoiquisra, dodos en orden prefijado.

Siendo g y b, primero y seq p tes dei plejo a, se tiene:
a -(a,b)

PROPIEDAD.

Soniguaies losndmeros (0,b) y (0’8 ), cuando:
az1" y b=b'

oe donde:

(5,5)=(5,5) y (5,5)2(5,5)

. raqus los ENTES DEFINIDOS, comprendan como un caso particular alosnime—
ros reales, por convencién se adopta para cada ndmerg real , io expresidn complejaia0)



—45~
de donde:
0, tiene como expresidn compleja {0, 0)

Los nbmeros complejos NO REALES, se llaman IMAGINARIOS.

Son IMAGINARIOS PUROS , los nimeros { O, 5}, cuyo primer componente es nulo

Es UMDAD IMAGINARIA cuando (0,1) y se representa por “i" , por lotanto:
(O,1) =i

Larepresentacién grdafica de{o,a),en el campo complejo, se tra situada sobre
8l plono vector que pasa por el 3o ¥ @ ler, cuadrantes.

v LAREPRESENTACION CARTESIANA DE LOS
COMPLEJOS ES DE GRAN UTILIDAD,PUESTO QUE
ESO PRECISAMENTE ES PARA LO QUE FUERON -
aj=—- CREADOS, 0 SEA, QUE SIRVEN PARA REPRESEN
TAR UN NUMERO CUALQUIERA EN UN PLANOY -
NO,SOBRE UN EJE.

En Analitica,cada punto del plano depende de sus
coordenodas , pero en ios complejos, estas coordena..
dos en conjunto, representan elpun(o requerido o sea que es una extension de la rectaal
plano, que queda nprmnmdo numéricamente cada punto del plano por el compla]u(a b)

que sus dos coor Recipr ; tode plejo representa un ni
mero llamado AFIJQ del compigje.
Y Cuondo:
_____ pa a{4,3)._Es unnimero complejo COMPLETO.
3] i
e
o 4 X
Y
a{2,0)._Esunnimero REAL . Caso delorecta.
. .
o) 2 X
Y
a(0, 1). _IMAGINARIO PURO
| o
[o] X
De donde:

X'X,eje REAL
Y, eje IMAGINARIO

Esun VECTOR todo segmento Cuyos extremos se conssderun en orden determmudo,
siendo el primero'a! ORIGEN O' yel exiremoosegundo ‘ol COMPLEJO A", &l cual —
puede quedar deter minado dandc sus dos proyecciones (componentes del vector) sobre
los ejes y tiene comomedida los primero y segunde componentes del complejo A, porlo fon
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to;enel plano carieian o, siempre habrd una correspondencia unilateral enire un puntoy un-
vector y coda unopuede fomarse como reprasentonte del otro, por lo tanto:

Una lofigitud, serd siampre, un nimero ragl y posi-
{ivo puesto gque:

complelo A(a,b}
0(0,0) , de donde:

La“lo“qitud del segmento OA, es el nimerp ragf y
positiva’ P, al cuol sele ilama MODULC o VALOR ABSQ
LUTO de P,dedonde:

(oY +(b) |stoqu00y0mcmnm
odulo IPl= \/aid-h! ¢ MODULO o VALOR
ABSOLUTO deicompiejo A 6 {a,b},de donde:
p=(a</al
Adoptand tido de gi ioalas iligs delreloj, aportic del &je

X , seilomo groumentp del eunple;o A 6 (a,b) ol nimero 8,0 sea,la medida del dnguio -
que OA formo con eleje X y serd Argumornoc de donde:

Serd unnimero medido entre 0° y 360° si se adopta la medida sexagesimal y si se
adopta lamedida ciclica,serd entre O° y 2, quadando eneste iltimo caso el Vector comple
io:

v A VOces 0 iderar,no el valord que
el v.cﬂw forma con el semieje ,sino walqumu delos~
nimeroé 8+2kw, siendoK=0,1,£2,%... quemi
a den los i los determinados por o on'qlnf)(
con el extremo OA.

Teniendo el argumento(8) comprendidoentre 7 y
27,0 sea:

180% — < 3607, suele sersuargumen.
9 2%;360° to 27 (35 y 4o cuodrantes ), de donde:

-]
3-27 cuondo 272%”60"

225°-360%=-1359, que 8s unnimero negativoy
suvalor absolutossinferior a7, siendo &, segiin se encuentre en ef 20 ¢ 3er cuadrunte.
De loanterior y proysctondo, s tiene:
az(a,b)
azPcos 8, proysccidn sobreX
b=Psend, Y

az{Pcosd Psend)

P -

P ' ayb,se

r y 8 porlos relaciones, de donde:
Ve b | cosB= S R senS:% , tangd = ——

r

Pora caleuiar ¢l 3{argumento), es necesario conservar 0s signos decy b, poraveren que
cuadronte queda el vector.
Siendo a={ ~v3 1) , colcular sumédulo y Grgumento.

e 3 H =Va 22
Ysm,,q--:_;‘s—- SsenB:1/2:0.5
Pero comosen 20.5:30°4 150° | 8=150° , por ser (-)
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Niwnenss iguales., qu—gé;iyapm

Los némeros complsjos r8 y r ¥ son iguales, cuando sus modulos son igucles y sus
gumentos difiaren en nimeros exactos de circunferencia.
rzP y 82y +2Kw
Para que r3sea rulo, tienen que sar nulos sus dos componantes o sear=0 yd que o!
seno y el coseno nose anulgn simultdneamente

Un complsjcan forma POLAR , es nulo cuando sumddulo es nulo.

Oos compiejos que tienen e primer comp iqual y el seg opuassto,se koman ~
CONJUGADOS.
{a,b) y(a,-b) , (-1/2 V2 } y(-I/2,-V2), son CONJUGADOS

Tomando urqumemos manons de T, resulta:

Dos jos son conjugad do tienen mddulos iguales y argumentos opues...
tos y;
Dos lejos son d sdulos son lgualas y sus argumentos son

diterentes en ¥ o enun mdltiplo lmpar de ¥,

Las potencias de i y de —i,son iguales an los nimeros reales y en los imaginarios,son
iguales y de signo contrario.

A +iB _ A A;+B,B 8 A;-A B3 A +iB L X
B Erer "L"'-a‘r‘n, Agigy Y
despejondo,se tlene:

A, +iB =(A+iB) (X tiy)

A+iB = (A x-By }+(Bxt+ Ayl

A‘x ~Bz, A, ‘—’NOTA:
d partesrea.
i(By X+ApW3iB o3 ypartes imwmrmmwmm.
p . ginarias,
La potencia entera y positiva dsun factor Iejo, 8¢ obti | ol simdduloaia
misma potencia y multiplicando el arg: por dicha potenci
(7,8 =(y"n8)
Sumas

Slendo los complejos {a,b) y (a',b'},1a'sumada ellos es; (a+a’,b+b'), que tiene
como componantes la suma delos componantes de ambos, de donde:
(a,b)+{a’,0)=(ota’, btb")
si (51,-4) +(4i-5)=(9i-9)3=9{i- 1},
(57-4)+(4,-5)=(9-9)=9{1,-1) ",
a=(0,0) y o'z(a',0), de donde:

(a,0)+(a',0) = (a+a',0), que 8s el resultado dalasuma de nima .
ros reales.
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E) producto de un complejo por unndmero real, se obtiene al multiplicar porésu,lus -
dos componentes,
(a,6)m ={am,bm)

Resta

Dodos dos complejos cuoiquiera @ y a’
a={a,b) y a'={a',b'), setiene:
{o-a',b-b" ,Ide donde:
a-a'
E mpresion Bindmica o Cartesiana de los complejos.
Todo complejo es unc suma de un ndmero real con otro imaginario puro.
(a,b)=(a,0)+ (O,b)=atib, que es la forma BINOMICA derepre_

sentar un complejo, sienda mas usada que la forma{o,b) y equivale o descomponer un
vector en sus dos proyecci ocomp es, sobre los ejes cortesianos.

Sustituyendo a yb, por sus vaiores, en i forma Bindmica, s tiene:

P cos 8 +Pisen 3= P(cos 3 +isen B),en donde se observa qus aparece el
nimero como producto de ddutoyun plejo de médulo L
A esto expresion se lellama FACTORIAL O TRIGONOME TRICA
Plcos3+isend)

Representacion gesmétrica de la suma.

Dados varios vectores,

sefions: _
OA+AB+BC+CD + OE =0OF

o .
OA+AB,+BC,+CO,+0E,=0E;, y
vecTon MR e OR+ AB,+8Cy+COy+DE, =0/,
o] X
En elmétodo analitico, el vector que representa una suma de niimeros complejos ES
LA SUMA OE L.OS VECTORES QUE REPRESENTAN LOS FACTORES.

Si la suma es algebraica {con sumas y restas),basta sustituir los vectores que estosre.
presentan, por sus opuestos

Molbtiolicais

(0+bi}{c+di)= oc+a(di)+cbi+bidizac+ad i +be i +bd.i2={oc-bd)+(bc +od)..
Sellama producto de un némero complejo (a+b)+{ad +bc)i, al nimero;
{ac~bd) +{ad +bc)i , que resulta de multiplicarios coda uno,unca—
uno y sustituir—i por -
Los productossucesivos dei,son:

i2-VT , =1, Pz-i=-v=1, i1 y apartir de éstos serepiten periddicamente ios
cuatro nimeros i,=1,-i y !

Escribiendo los factores en forma foctorial, se tiene:
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Plcos 8 +isen8). Plcos 8' +isen8) zPP(cos Bcos8™-senSsend’) +
+iPP'(sen8 cos 8'+cos Bsend')=
=[cos(8+ 8) +isen(8+8']}rp

£ mddulo de un producto de dos complejos en forma polar, esigual AL PRODUCTO DE
SUS MODULOS Y SU.ARGUMENTO,A LA SUMA DE LOS ARGUMENTOS.
(r8)(r!8)=rr 8 +3)

Un producto de plejos es NULO , cuand desus foctores seaiguala O.
rr'=Q y siesnilor or', bosta y sobra y es cierta para cual.

quier ndmero de factores

. 0

B0
Resulta inmediatamente de:
r83)(r'8") =rri8'+8), que da dos nuevos complejos R y rd sien,
do el mddulo #0,
Existe un nimero dnico que multiplicado por r8 da como producto R¢ , de donde 8l co_
cients de (R} (r8)
R 3, que tiens como mddulo el cociente deios modulas y como
r argumento, o diferencio del argumento del dividendome.
. nos el orgumento del divisor.

Sis=% , esto equivale o sB8=a
Raices de complejos.
Dado un complejo:
P(msa +isenB), ver siexiste algliin nimero complejo Plcos Y+isen )
cuya potencia n coincida con aquél;

Pcosn ¥ +isen n) =Picosd +isen 3)
Lo anterior se verifica, cuando los médulos son iguales y los argurnentos difieran un
ndmero exocto de circunferencias.

P?=€e , ny=8+2Km
P=’\‘/’é‘ 4,__+ ZK" mmmm e (1)

El mddulo € delaraiz b da estd perfi determinado y laraiz n es o sumo

de €.
Encuanto al argumento en su expresidn, figura un nimero indeterminado K ,que pue..

de recibir todos los vaiores enferos

DondoaKanrassimples.se btendran los sigui q tos:
(l)(8 R —E—*Z%!-....-E—i-(n—l)-z—:- y la diferen_.

cia de cualquiero es:

(%fn %)-( +n—-—) (n- n')

Raices de los nimenos reales mpm&cu&u-

Dodo unnimero positivo @ y suorigen enC ,sus roices n tienen como argumento:
27 2
0,23 22T ... (a2

Si o3 por, elindice n=2n", se obtienen dos roices reales de argumentos O,y "—}: w, 0
$e0 que una roiz es posifiva y ofra es negativa.
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n . n .

/cT (cosQ+isenQ)= »/a— 1 Gue son valores conocidos.
Si n es impar, sdlo se obtiene una raiz real y positiva de argumento 7
Los argumentos de las raices son:

X 37 5w (2K-pw  {2a-l)W
’n ' n 'O n n

n
Para distinguir o rafz real o aritmética definida de laraiz generai, se tiene:

"Via ='VcT(c052:" +isen 2':1' }
si =]

1= ((cl‘)=cos2ﬁ1r +isen¥ (K=0,1,2,...)

forma que da lasraices n d 1 si n es par o (0s roices de x [, si n es impar, resulta+|

Los AFIJOS de ios n raices de 1, son los vertices deun poligonoreguiar de n lados y
radio 1

Los PRODUCTOS,COCIENTES y POTENCIAS de lasraices n de 1, son también rai
cesndel

a1, B=1 ; o B™(B):1

a"  a n n_, . nP
Zoe(=2)Et (e ) =t
B" B
ESCOLIO.
Cuundo:" n n
Vian =Vo =Y =t
Los rofces n de ier nimero plejo, se red: alas raices n de la unidad.

Raices primitivas de la wnidad.

Las raices nde 1, sedividenen dos clases; las raices de { de ordeninferior a n,lla-
mados PRIMITIVAS DE ORDE N , y los de ordenmenor que n e 1y por o tanto es
cada una primitivo de cierto orden n'<n

2. B3l 4
e e

1
Derivadas.
Incremento deuna funcidn,es e} EXCESO DEL VALOR FINAL SOBRE EL INICIAL,0
la diferencia entre el valor dela funcidn cuandola voriable REPRESENTA SU VALOR FI_
NAL yel VALOR DE DICHA FUNCICN CORRESPONDIENTE AL VALOR INICIAL OE
LA VARIABLE.

Silovoriable x poso deua valor inicial g, a un valor final  , 1o diterencia b~a,sella-
mo INCREMENTO DE LA VARIABLE x,

Siuna funcidn y posa de un valor inicial ¥,,0 uno final Y3 ia diferencia %= y‘,s:lla-
mo INCREMENTO DE LA FUNCION.

Seo lafuncion y=x® y x',unvalor determinodo de la variable x

Si %22, 3:x7:8

Si x recibe unincremento h=2 o
Yoo {n, 4 h)® 42+2)-62 , siendo en este caso, el incremento recibi,
do por la funcidn:
64-8:56

La letra griega A antepuesta a la voriable, sea independiente o funcidn, significa elip
cremento, de donde:
Ax, Ax3, significonr i ,8lincr dela variable




‘5/..

x y el incremento de la funcién x3

. .
Derivade de una W ,
Para un valor determinado de la variable, la derivada deio funcion ,ese!limitg hacio

el cual tiende la razon del incremento de fa funcidn al incremanto de la variable , cuando am_
bos tienden a cero,

Anteponiendo la letra D,a una funcidn, se indicata derivada de dicha 1uncidn, de donde:

Dx? o deriveda dela funcidn x2 y para expresar que 4 eselva.
lor de dicha derivada y para e vator 2 dela variable x , se escribe:

Dk a
xe2

Enlos siguientes valores:

x%,una funcién de e voriable x

x, =2 ,unvalor determinudo de dicha funcidn

h, el incremento de kavariable

(x,+h%;1a funcién incrementada

{xtn2-xE=K , elincremento dela funcién
Tabulondo,se tiene:

%3 h |(x,+n)12 (x,+h)2-x2=K K/5
2]4]3.0 |2500 25.00-4:21.00 Z1.00/3:7.0
2]412.0 [16.00 16.00 -4=12.00 12.0/2
2]4[T0 900 5.00-3: 5.00 500/1
2jal.5 [e.25 6.25-4= 2.25 2.25/5
4= i

2[al.o1 33@ 4.5431-3:05‘6"1 0401/ .
2]4].001] 4.004001[ 4.00400i-4=.0040Ci| . 004001 /00I= 4.00I

Cedonde se deduce:

Cuando la variable pas3 del valor 2 6l 5, 1a funcién pasa del valor 4 6t 25 ySuin._
cremento es 21, ¢l intervolo Je dos a cinco crece en término medio, con una rapidez igual
ala dela varigbfe x multiplicada por 7. ,

Cuando la variable aumenta en 2, 1o funcion cumentaen |2, elintervalo de dos a cuatro
crece en término medio,iguol ala de la variable x multiplicada por 6 y ast sucesivamente,de
donde:

L0 rapidez medio 0 nimero que expresa cuanto mdsrdpidomente crece la variable, se
conserva constantemente superior a 4 cuantomds se acerco elincremento de lavariable a O.

Se llama DERIVADA DE LA FUNCION, al limite de la rapidez media

Alguncs veces se designa con h, al incremento de [a variable independiente y con K,
al de la funcign.

Deloonterior se deduce:

Que para obtener lo derivada de una funcion hay que efectuar las siguientes operacio
nes sin variar el orden;

19_ LA FUNCION INCREMENTADA .

2°_EL INCREMENTO DE LAF UNCION

3°_LLARAZON DELOS INCREMENTOS y

4° _EL LIMITE A QUE TIENDE DICHA RAZON CUANDO EL INCREMENTODE LA -

VARIABLE TIENCE A O.
€n lofuncion:
, y=senx , siendc ki eiincremenic de la variable vy K elincrementode la fun.—
cion, se hiene:

1o funcion incrementada

ytK =sen(xtn)
fncremento de fa fancidn

K=sen(xth)-senx = 2sen h/2 cos{x+n,/ 2}
Razon de los mcre’ne;m:; 2senh/zcosinrn2) 2

“
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dividiendo entre 2, los dos términos del sequndo miembro:

%: iﬂ'—:& cos(x~h/2)
2

Limite delarazdn delosincrementos.

Teniendoen cuenta que el Iimite de karazdn del seno de un dngulo al mismo dnguices 1
cuandoel dngulo tiendea O y que el limite de cos(x-h/2),es cos x , cuando h tiendea O,
resulta:

Dsenx=cosx
inversamente
Dcosx =-senx y as{ sucesivamente.

Denivada de las funciones algebaicas
DERIVADA DE UNA CONSTANTE "C"
y=C
OA =a,unvalor determinado de ia variable independiente x.
AB=h,un incremento arbitrario de dicha variable.

Y
ytk=¢, funcidn incrementada.
¢ k=0, incremento de la funcion.
__'T_?_—T_ k/n=0,razdn delosincrementos .
)
| l : tim &2 Dy ¢ =0, valor de la derivada.
| | c heo P
i
ll E ' de donde:
4 LA DERIVADA DE UNA CONSTANTE ES O
o A 8 X de dondese observa que y = ¢,es unaparalelaa
X'X y la diferencia entre dos ordenadas corr ientes alas abscisas "a" y a+h' ,es

cero. Siendo nulo elincremento de la ordenada o funcion, o derivada gs gerg
DERIVADA DE UNA VARIABLE CONRESPECTO A SIMISMA.
Sea Dy X D
si y=x "
ythk=x+h
k=h ¢
k/h=1
P y
fim ——=1=z DX
hoo B 170 450
La fig.,indica que k/h= tang45° =1, cual o A
quiera que sea el valor de h, por lo tanto:
LA DERIVADA DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE CON RESPECTOA Si MISMA,
ES1
DERIVADA DE UNA POTENCIADE X

X

Si y=x™
Iim L:mx’""
h+0 R
wot 1o tanto: et
Dy XM=mx
= m
Sty=X y -~ o ~m-t
"To-h-:‘mx DX =o-mX
h
r
Siy=XS$



En consecuencia:

PARA OBTENER LA DERIVADA DE UNA POTENCIA DE LA VARIABLE INDEPENDIEN
TE , MULTIPLIQUESE POR EL GRADO Y DIVIDASE ENTRE LA VARIABLE YA SEAEL
EXPONENTE,POSITIVO O NEGATIVO, ENTERO O FRACCIONARIO.

DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES, ES IGUAL A LA SUMA ALGEBRAICA
DE LAS DERIVADAS DE ESAS FUNCIONES.
Sean:
Usfi(x), V=f(x) , Z =14(x)

Dy={U+V+Z)= D,U+D,V +DyZ

DERIVADA DEL PRODUCTO DE DOS FUNCIONES, ESIGUAL A LA PRIMERA POR
LA DERIVADA DE LA SEGUNDA,MAS LA SEGUNDA POR LA DERIVADA DE LA PRI
MERA.
Sean:
L U=f{x) y Vzflx) y suproducto y=UV

OxUV=UDY + V DU

LA DERIVADA DEL PRODUCTC DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION, ES
IGUAL A LA CONSTANTE POR LA DERIVADA DE LA FUNCICON.

LA DERIVADA DEL. PRODUCTO DE VARIAS FUNCIONES, ES IGUAL A LA SUMA
DE LOS PRODUCTOS DE LA DERIVADA DE CADA FUNCION POR LAS DEMAS FUN.
CIONES.
U,V y Z, funciones con igual variable independiente.
y=UVZ , su producto.
de donde:
Dy UVZ = UVDZ +UZ DV +VZ DU

DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCIONES ,ES L A DERIVADA DE LA FUNCION
{y), CONRESPECTOA LA FUNCION INTERMEDIA (u), MULTIPLICADA POR LADE
RIVADA DE ESTA CON RESPECTO A LA VARIABLE INDEPENDIENTE x.

Sk

y=u"
B,y= D,y DU
DERIVADA DE UN COCIENTE.
Si:
"y
Dx U, VDxU= UDxV 0 sea:
v v2

EL_ PRODUCTO DELDENOMINADOR POR LA DERIVADA DEL. NUMERADOR,ME_
NOS EL PRODUCTO DEL NUMERADOR PORLA DERIVADA DEL DENOMINADOR,D|
VIDIDO TODO, POR EL. CUADRADO DEL DENOMINADOR.

LA DERIVADA DE UNRADICAL DE SEGUNDO ORDEN, ESIGUAL A LA DERIVA_
DA DEL RADICAL,ENTRE EL DUPLO DEL RADICAL.

y=v'u , endonde; u=f(x)
se tiene: g u
Y

cuando: Dy u
y V7§ Das
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LA DERIVADA DE UNA FUNCION EXPONENCIAL ESIGUAL A LA FUNCION MISMA,
MULTIPLICADA POR EL LOG.NATURAL DE LABASE Y POR LA DERIVADA DEL EX_
PONENTE ,CALCULADA CON RESPECTOA x.

Si a¥,cuando u=f(x)

Dy a¥= gULaDgu

Sia=¢@
D, €'=€e"Dyu
DERIVADA DE UNA FUNCICN LOGARITMICA
Siendo y=Lu Dxu
y LU=
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS

Derivada del seno de un dnguio.
Dysen u=cosu Dyu , cuando u=f{x} e y =senu

m -
cuando Dyser"u =msen” ' u cosu Dyu

Derivada de! coseno de un dnguio.
Dycosu=-senu Dyu

cuando DycosMu = - mcos™ " u senu Dy

Derivada de latangente de un dngulo.
Dy tangu=secZu Dy

cuando D, tang™u = mtang™ "'y sec?u D,u

Derivada de la cotangente de un dngulo.
Dy cot u=csc?u Dy

cuando Dxcoimu =—meot™ 'y ese?u Ou

Derivada de la secante de un dngula.
Dysec u = tangu secu D,u

"
cuando Dysec™u= msec™d tang u D,u

Derivadade lacosecante de un dnguio.
Dycscu=~cotucscu D

=
cuando Dycse™u =—mese™u coiu Du

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES INVERSAS.
Lo derivadade una funcidn es reciproca de su inversa.
Derivada del dnguiosen u

y =dngulo sen u

u=seny

§ P
Dyangsenu = N
Derivada del dnguio cos u Derivado del angulo secante u
. Dyu . Dyu
Dyangcosu=— ~7E - D, dng secus —H=——
* Vi=d? * uVii-|
Derivoda del dngulo tangente u Derivada del dngulo cosecante u
Cyu . !
) 4T Dangc T
0,4nqg tang u e ,ang csc u g
Derivada dei angulo cotangente u DERIVADA DE LAS FUNCIONES IMPLIC]
. Dg it TAS
Oy ong cotur-'j:- - D, flx,y)
At Tem et et e
; Oyt (x,y)
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DETERMINANTE ,esun t:on]umo dendmeros que colocados sistematicamente dentro

de un simbolo, representa un conjunto de operaciones, con las siguientes caracteristioas mate.
maticas.

TEOREMAS
Un determinante de cualquier orden es nuio,si son nulos todos los términos de una fila o

de una coiumna {el grden del determinante lo do el niumerode filos o coiumnas)

A

o a o0 © Determinante de 3er. orden. por tener 3 filas y 3
z|o bz bs by bz bal- 0  columnas y esnule por sernula una fila o una cotum.
0 cc < €z C3 .

Permutando dos filas o columnas adyacentes, el determinante cambia de signo conser_

vando sumismo valor,
G az a a; as g o) gz o3
A=|b bz bsp— by by bp—|c, €; ¢5
€ €z ¢y € CyCp b, b, by

En un determinonte pueden cambiarse las columnas por filas olas fitas por columnas sin

aiterar su valor.

Q9 4dz; G g b ¢
A={b, Dz bslz la, b, e,
€ cz C3 a3 ba c3

Cuandoun determinante tiene dos filas o columnas iguales, suvalor es nujo.

o 0z O3 o a a3
A=|ar az asf= [by b bs|:q
c c2 c3 ¢ €y c3

Sien un determinante se multiplican todos los términos de unafila © de una columna, este

quedard dividido por dicho factor, sin alterar su valor.

I/na, I/ng, 1/noy
b, b, by
c € €

9, 0, .
A b| b 1/
€ C ¢

Cuando un determinante tiene dos filos o dos columnas propor cicnales,su valor 8s nulo.

a, nuzu:I
b, nb, bsl=n

€ ncy Cy

a, ng; as
Az [by nb; baFO
¢ nc; cs

Un determinante de cuaiquier orden, no cambia ni se altera de valor,cuando a todos los —

ﬁrmma de una filo o deuna columng se l8 suman orestan los urmmos correspondientes de

de las otras col N multipli por factor

0 O Oy G4 0 G Qs ~NG; Oy
| b bs ba| _-[b bz bs-nb be @s un determinanta de 4°
Aoy czoes cal = Lo cz C3 ~acy Ce orden

d dp dy dg d, d, dy-nd, dg
EJEMPLO.

2 5 - 4 | muitiplicandols (2 § - sacando a 5 -t
D=3 -2 -5 6 | columnawpor-2|3 -2 -5 5 f 3 -2 -5

o i 2 y do con fa |[Q F- resulta  =-5|7 -3 +6,
di7 -3 6 14]ieresito= 7-3 6[9 @ (s}

4

w @ (s
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columnaca).por _——

+2ysumondocon (|2 5 9|sumondolasfiles (12 5 sacandocomo fag

la) resulta = -5 123 -2 ~9|my @ resulta =—5{ & 3 ;0l} foro9 resulto=
™7 -3 0 7 -30

(-5)(9) ?){%l:(—sus) -15

Cuadrantes.:

-21)=-45(-36)=1620

Analitica

Las rectas X'X y Y Y', perpendicuiares entre si, dividen al piano en cuatro partes iguales —

llamadas CUADRANTES vy el senti
lo tanto:

do de lectura es al contrario de las manecitlas del reloj,por

Y Larecta horizontal X'X ,es el ejedeias Xs
y lavertical YY', eleje delas Ys.Suintersec.
Cuadrante Cuadrante cion O,seliama ORIGEN,
o 1
X! o} X
Cuadrante Cuadrante
I v
v
COORDENADAS.

Lo posicidn deun puntoen un plano,es fijada por sus distancias a los ejes. Dichas distan .
cias se ltaman COORDENADAS del punto

ABSCISA de un punto P, es la distacie gP.

A ORDENADA de unpuntoP, es la distoncia bP.
Lo abscisa y la ordenada del punto P, se llamm
o r_eb_,_ciioj_qp COORDENADAS RECTILINEAS o CARTESIANAS
=-—Ordenudc
—_—
X [o) b X

¥
SIGNOS DE LAS COORDENADAS.

T cuadrante
ordenoda positiva{ +)—

abscisa ngotiva(—)a
X' qbscisa negotiva (—)

ordenada negativa (—) —
II cuodrante

I cuadrante
«(+) ordenado positiva

E(+) abscisa positiva
{+) abscisa positiva X

[+— ordenada negativa{-)

TV cuadrante

¥
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DISTANCIA ENTRE COS PUNTOS.

Alx,y,) y Blx,,y3), puntos extremos
de larecta ABy cuyadistancia (entre A y&), se
desea caicular.

AC,poraleiaa OX

BC, paroielo a OY y perpendiculor g OX

ACBjes frlunwo rectdngulo, por lo fonto:

@Br=(ACEHBE _____ =
como AC=CD-DA=x,-x, y
o CB=EB-EC=y, -y, , sustituyendoen(n

se tiene: ‘
(AS)!=(:(!-X')z +(yz—yl)z y AB=\/(‘:-")24(yz_y|)z

Intercambiondo x, ¥ x, Y2€,,el valor de AB no varia, puesto que:

DI

x

e Peln=xg) ¥ lgmnT =ln=ya) , porotanto:
e e R

Siuno de los puntos es el ORIGEN 1y el otro es A(x,y,),la distancio A al origen es:
oas=Vdty?

Coleulariadistncio AB , cuando A(~3,4) y B(6,-2)

¥
A-3,4) t —
----- AB(6+3° H-2-ak8I+36:=117

] p
! - aB=VN7 =33
i 1 r
! 1N3v13 (1172 9XI3 y como 3=v9, queda:
i R ey VIi7 =3413)
ot \T’ t

- ]

]
------------- bgi6,-2)

Calcular los coord de P(x, y,),equidistante de A(9,3),8(3,7)y C(-2,6).

donde:
PA=PB :=PC, osea:
Vi=9%+(y, -3 = Vix, -3 F#ly, - 7 = Vixp2 F+ly,-6)F

do cadg uno delos dos primeros radicales:
(=9 +y, -3 = (x <3 +y, -7)°

Quitando paréntesis:

xE-18x 181+ y2-6y +9 = x}-6x +9 + yf~14y +49

Ordenando y reduciendo
-x. IGH-foyI- —Gy.+l4y‘ =9-9+49-81
Iéx.f&y,: é
Dividi entredy L signos:
372028 o e e e e e (D)

Elevondo al cuodrado el primero y tercerradicol y reduciendo:
Wxy =3y =25 . (2)


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


-55-
Resolviendo (1} y (2)

multipiicando{l)por Hx = 3y, =25 ds donde
2y(2) por3. 3x,v2y= 8

.

13x, =26
Sustituyendo en (2) a x, por suvalor:
-2y :8-6

-y =_—=-|

de donde P{2,-1) Y B(3,7)
o !
cr2,60es ~.

) .' ~

\p

|

]

|

| e e e e

PN ~2hAl,3)
:

1

|

! .
IS S

AREAS POSITIVAS Y NEGATIVAS.
Un movi puede recorrer ef contorno o pmmm dn un no\wonocuulwum deizquierda o

derecha(sentido positivo),o de d o izgt 0
ARE A DE UN TRIANGULO
las coor delos vertices de un 'rlonqulo, puede calcuhm SU super.

ﬁcu en funcion de dichas coordenados.
Enel Qria'ngulo ABC, sus coordenadas son:
A(3,0), B(0,4) , €(-2,0), de donde:
Areaz|/2.CA.0B=20/2= I0u?

B(0,4)
Y
B
0] A Y 4
1
Cuando el tridngulo tiene uno de sus verhcesen A' |
of onqan y ias coordenadas de sus otros vértices ,\ )
on sl X
‘Ax,y) 5 Blxayy) 5 A E
Proyectando ios puntos A y B sobre eieje delas Xs.,se lobtienen lospuntos A', B°.
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dedonde:
OAB=OXB-0ABA ___ _(1)
Area de OA'B=/2 (OA)BB) =1/2 (x¥p) - = —-(2)

El cuodrildtero OA'BA ,comprende el tridngulo OA'B,mds eltridngulo AA'B, el cuales
aquivaiente ol tridnguio AA'B' por Yener [ misma base e igual altura,porio que ste cuodrild
fero_es equivalente al tridnguio OB'A ,de donde:

Area OA'BA = Area OB'A= 1/20B" AA= 1/2xz,3,)———-(3)
sustituyendo(2) y(3) en (|}, se tiene:

Area OAB=1/2(x),¥,~%5,¥, )
Expresado en Determinante, se tiens:

Areo OAB =1/2{xi_,wi
|‘:)<Yz] 21/2(x ,y= %20

Cuando el tridngulo no tiene ningin vertice enel origen.

Y Alny,y, ), Blxyy,), Clxgy)
uniends los vértices con el or@enuﬁrnmhs'rm
quios OAB, 0BC y OAC, dedonde:
ABC=0AB +0BC+0AC
dol N . for,
satione:
Area Asc.-(x.. %~ n,.y.)f—(x,.y, “xpYylt

+E(n,. ¥1—%1,¥s) ,de donde:
>4 =

i
AreaABC= 7 (%, 3z~ Xt Xpals™ Xaa¥z T+ %3,y ~ X1 ¥s)

oen Determinante.
Loy

X2 %
I x3 %

Area ABC=%

Restando sucesivamen laprimera filo da cada una de los siguiente queda:

Area ABC=£|:2-;\| 2

7% BTN
AOB, tridng y sus coordenadas en A(4,2) yen B(7,9)
v de donde:
MOAB'-—
?XS -2(36 14)=

:%lelu'
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ABC, triongulosupuesto y sus coordenadosen A(2,3),en B(-3,4) yen c(3,-5)

de donde:

:3fus+9+8) -0 +12-10) = S 132471

=-3§=|9.5u‘

AREANULA.

Enla fig.OABCD, sus coordenadas
son:
A(0,5)
X ol-s
en donde, el Ofuu\gulo OAB,esigual
ol tridnguio ODC "
Area ABCD=5-(+5)= 0

B(3,2),C(-3,-2) y
40}

ECUACIONES YSus REPRESENTACIONES

de uniugar g ico
Laexpresidn y=x ,indica ser uniugar geométrico endonds cad di tienen
coordenadas iguales, oseq:

Si y=l,x=1,s8iy=2,x=2 ,8iy=-3,xz=3 ,etc

s

Laexpresién y=3x+2,
para cadapunto, la ordenadaps el triple dc lo
obscisa oumentado en 2, de donde:

Cuande x=1 , y=3 +2z25
x= 2, y=6+2:=8
x=3, ya9+2:=11
:='I,y~3+2 =




-6/~
Laexpresidn y2=4x,indicaqus para cada purte, el cuadrdo de la ordenoda es el cuddru_
plode o abscisa de dicho punto, de donde:
yzovx .
cuondo x=} ,y=2
xs2 ,y34
x23,¥y=6

En consecuencia:

LA ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO, ES LA EXPRESION QUE INDICA LA CQ
NEXION QUE DEBE EXISTIR ENTRE LAS COORDENADAS DE UN PUNTO Y CIERTAS —
CANTIDADES CONSTANTES PARA QUE DICHO PUNTO SEA DE ESE LUGAR GEOME -
TRICO.

Exmm dos cluses de cantidades; CONSTANTES {absolutas o orbitrarias) y VARIA —
BLES (i di yd
Enlo nmm
y=a®-12x+32 , sa obsarva que; atodo cambio de x corresponde
otro para y, porio tanto:
x=lovarioble INDEPENDIENTE y
y=lavarioble DEPENDIENTE
Enla ecuociénde una cnrcunfcrmeiu xtrytzat sla magnitud del rodio a, varia segin

mu... b ag N ss sol vorios prob ,de donde ype.
r t ..uhumPARAWTROS
A Iovond:ll Wn’mubm FUNclON
Lad denci p
y-i(n) . y-F(u) , y-¢(x) ,ete.
Las tunci pueden rep se por métodos Cart
Cuand ion no infervienen mas variables qualo 1 y 10y ,setratade uno ecua—

cidn en coordenadas Cortesianos.
Siendolla funcion y22x+i; pom trazor la qunca querepresente el lugar de la ecuacién, se

danvoloresaln variable ing x,haciéndolo de ~ 6 +® y se cakculanios vlores -
cor thf\ﬂ:ﬂh

DIE
11213 dedonds:
3|5
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ECUACION DELARECTA.
M(x,y), un punto mévil cualquiera de la rectd MN.
Y
de donde:
1
'8 : y=CM=CD+CM ____ ____ ()
{-3--p CO=0B=b - oo 2)
|
] L. DM
\ Por el triangulo BDM, Fﬁ-tlmgll
1 X i tang @ =m, se tiene:
/N 0 ¢ -éL'[‘)':m ".DM=m.BD=mx_..(3)

sustituyendo (2) y (3) en (1)
y=mx+b = ecuocidn delorecta en su formamas simple.

Sustituyendo m por -% y bpor—% , se tiene!
y=-%x- % , dadonde:

Ax+By+C=0=acuacion GENERAL de larecta; de donde:
Si A0, B#0 ,C=0
By=0 ¢ y=0O (eje delasXs),
Si A#0,8=0 ,C=0
Ax=0 & x=0 (ejadelosYs).
Si A0, B#£0,C#0 c
By:-C ¢ y=- §=bles una porolela ol eje d las Xs).

SiA#0,8:=0 ,C#0
Ax=-C ¢ x=--§- {es una paraisia ol ejedelas Ys).

SiA#0,B#0,C=0
By=-Ax 6 y=— -Agx =mx (s una recta que pasa por el origen)
Si A#O.B#(’) ,C# ,endstecaso,lo scuocidn as Ax+By +C=0.
De lo onterior se deduce que ; TODA ECUACION ALGEBRAICA DE PRIMER GRADO
REPRESENTA UNA RECTA.
ORDENADAS Y ABSCISAS AL ORIGEN. Y
Enloscuacidn y=2x+6 L

Six=0,y=6, dedonde B(0,6).
Siy=0,x=-3, " " A(-3,0).

08, ordenado al origen.

+ + + b 4
-4 2 4 |9
OA,abscisa al

origen
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COEFICIENTE ANGULAR O PENDIENTE DE UNA RECTA,

ysxtl
y=2x+]
y =4xt!  siendoentodos B(O,1),se tiene:
ys=xti
y ==5x+ v
x - X
y secbserva que fodas pasan por el punto B(O, 1) puocomnchnocm dum conres_.
pecto al sje delas Xs, formando dnguios diferentes, d 9 1 coefi

ciente de x, de donde recibe el nombre de coeficiente gnoular delorecto.
Si m»0 , karecto forma con X*X un 6ngulo agudo y si m <0 , forma un dngulocbtuse
PENDIENTE DE UNA RECTA,ES LATANGENTE DEL ANGULO FORMADO POR LA
RECTA CON LA DIRECCION POSITIVADEL EJE DELAS Ys,
La PENDIENTE es un NUMERO y la INCLINACION, un ANGULO

ECUACION DE LA RECTA POR DETERMINANTE
Conocidos los puntos P(x,% ) y Qlx,,y,)

Por elmétodo de DETERMINANTES e fiene:

x y endonde x e y ,son los volores correspondien
A=z{x, y, |} tesalarecta.
xz ye |
Este determinante se formd ,col do en la primera los valores de las x ,en

la segunda columna,los valores de las y y enla tercera columna, vakres unitarios

P un determil de 3er.orden, se reduce éste a uno suma de determinan
tes de segundo orden{ llomado METODO DE MENORES)
Para formar lo sumade determinantes de 2°.orden se hace lo siguiente:

o) Setomaa x como foctor y sufila y sucol se toman los valores
restantes para formar el ler. determinante de 2° orden , 0 sea:

x|y |

Alxiwn D=y, !
[ X2) ¥2 | ya |
n @23 t2) (3

b)Se tomaa y como factor y anulando su filay sucolumna se toman los valores restantes
para formar el 2° determinante de 2° orden, 0 sea:

x|y| 1 (1°) 29
Az xnf ! Azxy eyl x
2|z ] | y2 | I xg y

wne » 2 3 [LRD]
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¢) Tomando comofactora | yanulando su fila y sucolumna se foman los valores restantes
paro formor el 39 y ditimo determinonte de 2° orden,0 sea:

PRI 1° 20 30
IS ETEA N L T A T Al LR ] notese el orden de as columnas
xp Ya|l] ye | I % Xp Y2
w (21t (2) » 1 m (2
i e i
de donde:

Para resolver un determinante da 2°, se multiplican los componentesde éste, en diago.

)
nal correspondiendo el signo positivo a la diogonal que va-hacia abajo y el signonegativoa lo
diagonal quevo hocia arriba,0seo:

apsb | T

,;X,;ZL 2 (a,.b,) ~{g,b,)
Resolviendo el determinanta anterior, se tiene:
A=x(yrl —yl.l)+y (I.x:- l.x.) +ix, V2" %e ¥ =

P A AL LA AR AL P AR RN

La solucidn deeste determi fodos los el qua forman k iénd
unarecta osea Ax+By +C=0 por ©otanto es condicién quedz0 .

Ky =ya) Fylng=x JHix ¥, =x,%) =0

de donds:
ot B2V2  MBTR N
X%y Lt P
haciendo: % Ye X ¥p ~ %y,

e O + rr— '=b ,sustituyendo, se tiene:
y=ax+b , que es la scuacién general de larecta.

Dondo valores a P(2,9) y Q{-1,3), se tisne:

x y i
Ad2 91
-t 31

=%

9 i ty|t l
| ! -l
=x(9-3)+ y{-1 -2}+(6+9)
0=6x+3y +15, dividiendo entre 3 ,se tiene:

0=2x+y + 5, de donde:
y = 2x+5 ,qus ¢s la ecuacién buscada

PUNTOS ALINEADOS.

Lapendients delarecta ABC, es:
‘ll 2 _ %%
X~%Xz | Xy X3




ECUACION DE LA RECTA EN FORMA SIMETRICA,

La ecuncion dela recta AB, es deia forma:
yamxdb __ oo )
pero, como m= ~-g ,este valor sustituidoen
(1), da:
. y=-gxtb,dedonde,; dividiendoentreb y
pasando al primar miembro#ltérmino en x ,se tiene:
:_ + -%:] , que es kaecuacidnpedida.

ECUACION DE LA RECTA EN FORMA NORMAL.

La ecuacion dela recto en suforma normal ode

"HESSE", es:
xcos@ +ysen8 =P

CAMBIO OE LA FORMA GENERAL A LA NORMAL.,

Sea Ax + By +C=0, lacual para escribiriaen su forma normal, deben sustituirse los coe.
ficientes A y B, pordos nd talesque repr respectivamente el coseno y el seno
del dnguio § .

Dividiendo 10s dos miembros por K {constante por determinar), se tiene:

%:cose; —ﬁ- =@y sustituyandoen cos?8 + sen®8 =1, setiane:

2 2 —
%,4— %:I , de donde: K=V A° +B° , quedandola ecuacién original:
A B c
X+ y + 5
Py + Vabvpt = VA Bt

b

Sicos8= g—R =°L , €5 siempre del mismo quela @l origen g con sigr
clde C

Como las coordenadas de A(e,0), satisfocen laecuacion, sustituyendo x e y por a y O,
se fiene:

Aa+C =0, de donde:
L
L
PARALELISMO.

Dosrectas son parglelgs,cuondo sus pendientes soniquales.
PERPENDICULARIDAD

Las Y. &

dedos rectas per i 85, 30N recip: y de signos contrarios

INTERSECCION DE DOS RECTAS.
Seon; yzmx+b,
y=mgx+Dbg, con interseccion en P(x, y,)

P las coordenadas de P, satisf lasdos ones,
por ko tanto:
PTEL T T - A )

X L FETE 3 PI— -
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_66_
Restando (2) de {1).
O=(m -m,lx,+b—~b, ,de donde:

Sustituyendo (3) enl1),

= b
n ”"'W'—TI.H" s

_ M, bg — mpb,

m; ~mg
Cuando m#Em, , b,# by, se tieneunsi de X independi y simul _
tdneos, x8s finita y hay punto deintarseccion
Cuando m,=m,, b,#b,, setiensunsi de L independi Pero nosi.
rr\uuénans,lnsrectos son paratelos , x,=
Cuando m, =my, b =b,, se tienendos acuaci ineas peronoi di Jlas
rectas funden pussto g por elmismo punto{0,b) y tiene la misma pondwmo,an

este caso x =0/0. Existe indeterminacion.

INTERSECCION DE DOS LINEAS CUALQUIERA.
Sea 7y +x=25 , conlacurva x%+y2 = 25(cnrcunfmmderodm 5 y centroene origen).

Plx,y)= elpuntodemus- lasdos
por lo tanto:
xtyBe@5 o
Ty %225 e (2)

Despejando x en{2) y sustituyendosuvalor en (1):

49y3-350y,1625+y:= 25
50y2-350y,+600:0

y?=7y,+12=0 , cuyos raices son:
% =4 porlotanto:
¥ =3

x| =25-7y;=25-28=3

=25-7y"=25-21:=4
Las infersecciones son:

P(4,3)
P-3,4)

Existen tantes puntos deinterseccidn,como parss de valores reales se obtienen para:
X Yy

CONDICION PARA QUE TRES RECTAS SEAN CONCURRENTES.
Sean las rectas,
y=mxtb ,

Y =mextby,

y =mgxtby



_6 7_
Siendo P(x,,y,),el punto deinterseccion de la prime.
ra con la segunda.
G Las coordenadas de la interseccidn de {1)y(2),son:
LTI My be-my b,
Fmmm, W Tm =,

X Si la tercera recta pasa pasa por P, las coordena
das de este punto se satisfacen y se tisne:
_L_bL_A_J __z_!u_ +g
~-m, m, —m,
Incorporando b al quebmdo desarrollando y reduciendo, queda:
My Dy=Maby+ My b, —~m, by+m, bz~ mb, =0 , que son los términos
deldesarrolio de! determinante:

All m b
I m, by
I my byl=0C
UL IR m b
Azl my b= e R
I my by| [My By} [m B [m,b,

2{mpby-mgb,) + (my b, ~m, by) -+ {m, by~ m, b, ) ,como A=z0
0= my by-myb,+meb = m, byt m by m,b,
COORDENADAS DEL PUNTO MEDIO DE UNA RECTA A(x,,y,) ,B{x,y,)

Proyactando losextremos A y B y el puntome
dio M, sobre cada sje, enel trapecio GFAB, se tie_

ne:
FA+ +
HM:—ZG—B- osea x,,:l‘—a—lz—— ¥

)
1
Y I 1
™ ! en el trapecio ACDB, se tiene:
H !
! i _CA+DB  nty
Flem E 1 EM-——2 03880 yy: 3
H H H X Las coordenodas del punto mediodeun seg_
0l ¢ E 0 mento,esla semi de los coordenadas del mis..

mo nombre de ios extremos

COORDENADAS DEL PUNTO QUE DIVIDE UNA RECTA EN UNARAZON DADA.
Sean;
A{x ,y ) , B(x ,y),extremosdelarecta.
R,puntoque la divide en tal forma que:

2—2 =r {razon dada)

Proyectando A,R y B, sobre OX y trazando por
A,larecta FGporalelaa OX se tienen los mdngu_
los jontes AIR y AGB, de donde:

Al AR,

a6 A" ————(D
IR_AR
GB A" (2)

Siendo:
AlFI-FAz x -, , AG=FG~FA=x,-x,

IR=ER~El=y -y, :GB=DB—DG=y2—y|
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-6§-
de donde, de(1) y(2), se obtiene:
xgEx,t r(xz-x|)
e 2y Py oy)
POSICIONES RELATIVAS DE DOS O MAS RECTAS —ANGULOS -
ANGULOS ENTRE DOS RECTAS,
y=mx+b, , y=myx +by , dosrectas dadas y a,el dngulo que forman.
Y a,: @ ta

a = a,-a, , para colcuiar @, se hace

e -
a tanga,—tanga,
ik \ tangas o 8%
0/ \ X +tanga, tanga,
Vs sustituyendo tang @, por m y tang@, por ma,
se tiene:
mz—m,
t z ——
ong & I+m my

DISTANCIADEL ORIGEN A UNARECTA.

y=mx+b; ecuaciénde larecta AB y OP, (a distancia
que sedesea caicular:

OP=0Bcosa =bcosa , de tanga=m, sehace:

cosﬂ=‘/% , por lo tanto:
+m

1
+/1+m?

x OP=

3
o] AN
CISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS.
Y
AB, recta con ecuacion y=mx + b,

CD,recta paralela a AB con ecuacion y=mx+b,
PP‘,d-swmna entre ABy CD =OP-~0OP’

b2
como OP= OP'=
./ m2 Y /ivme
se tiene P!
—b'—b‘—'/__._..

X 7K ﬁ 1° siendo el signo de by, aigabraico.
DISTANCIA DEUNPUNTO P, AUNA RECTA.
y=mx+b , ecuacionde larecta.

MP=RPcosa
RP=QP-QR _

sustituyendo {3) y (4) en(2) y después
(2) y(5) enfi}, setiena:




_69._

MP= 3 mimetd) o o tanto:
TVitm?
La longitud de la perpendicuiar ?mzodc de unpunto gunarecta, 85 igual al cociente de
la ordmogn de ese punto menos el seg: odela do laretto, en elcual

se ha sustituido la variable x, por la abscisa del punto entre * la raiz cuadroda de ung
mds el cuadrado de la pendmme deiarecta.

LUGARES GEOMETRICOS
MED!ATRIZ y BISECTRIZ
Ecuacidn dellugor de los puntos equidistantes de Alx,,y,) y B{x,,y,), dos puntos fi.
jos.
M(x,y), punto mévil cualquiera del lugar
geométrico.

Si MA= MB,setiene:

(i-x,lz*'(y -y.)' _____ (0
MB =V (x=x, + (y =y,) LA (2}
Igualande, elevondo ai cuadrado y reducien
| X do, se tiene:

‘l 2x % +Y1 2yy = "z 2"3" + Yg'zyay ,que

®s una ecuacion de primer grado con dos variabies y corresp a .

términos &n vy, al primer miembro y los al do y poniend focior,se tiene;
2yly,~y, )= 2xix -xz)'fyz -yt - x, 22xUx, =k M4yt y My -y )

+{xztx,}{x,- %} y despejandoa y:

TS SR e TS VLA
Y 7Y, 2 yy
Wty X, X x, txp L, .
- -'2—-—?= - # - >+ que es io ecuacidn de la perpendicular
] 2

BISECTRIZ o MEDIATRIZ,, delarecta AB.

La cncunferencia.

LA CIRCUNFERENCIA (como lugar geométrico),ES EL LUGARDE LOS PUNTOS EQU
DISTANTES DE UNCINTERIOR LLAMADO CENTRO.
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA,

Mix,y), punfumowlcuﬂlqulero dela circyn
terencia de radio "'r".
OM=r

OM=Vx%+y? | dedonde; x®t y2= r2
osea,que ia circun-ferencia es referido a su
centro {con centroen el origen).

Cuando la circunferencia tiene sucentro en
cwlquier punto.

C= («5,4) centro de la circunferencio.

r=8

M(x,y) punto dele curva.
CM=8=V(x -4)°+(y -3)% dedonde:
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_70...
(x-3F+(y-4)" =64
x2-6x +y2-8y = 39
ECUACION GENERAL,

{a, B, coordenadas del centro.
r, radio de lo circunferencia.

(x=e) 4 (y-BY=r® . ()
porio tanto:

Para que una ecuacion de 2° grado, represente una circunferencia, debe contener e}
cuadrado de las variables {(x,y), con coeficiantes iqualas y ningun otro término cuadrg
tico,

Enti},si;

{x-a )' t{y -ﬁf >0, representauna CIRCUNFERENCIA REAL.

si,(x-a)* +{y -B)? =0, esuna CIRCUNFERENCIA EVANESCENTE y

si,(x -c)"r(y B8”? <0, representa una CIRCUNFERENCIA IMAGINARIA |,
puesto que; l_uymjgjgj_m Rositivos no puede dar resultado negativo.

CALCULO DEL RADIO Y DE LAS COORDENADAS DEL CENTRO.

Dada o ecuacidn de unacircunt ia, puedy se los coordenadas del centro. y
la longitud det radio.
en, x2+y2~6x +8y =11 ,agrupondo los rmincsen x y en y, se tiene:

{x2-6x) +{y2+8y) =}, agregando el cuadrado de lo mitad del coeficiente
del primer grado de la varigble y afiadiendo la suma de dichos cuadrados, se tiane:

(x*-6x +9)+(y*+8y + 16)=11+25:36 , osea
(x -3+ {y +ay':36 , de donde:

C(3,-4)
r=6

Sid coeficiente det cuadrado de las voriables difiere de |, se comienza por dividir todos
los términos entre dicho coeficiente.

La Pardbola.

La PARABOL A {(comolugar geométrico}, ES EL LUGAR DE LOS PUNTOS EQUIDISTAN
TES DE UNPUNTO F1J0 LLAMADO FOCQO Y DE UNA RECTA FiJA, LLAMADA DIREC_
TRiZ.

ECUACION DE LA PARABOLA REFERIDA A SUVERTICE Y CUYO EJE DE SIMETRL
A,CONC?E CONUN EJE COORDENADO.

Cuandoei eje de simetria estd en XX y lacur
va se estiendeindsfinidomente endireccion O'X.

Mix,y}, punto mbvil cualguiera de la pard..

bota.
MF=MD ()
i = S PF A 42 | (@)
o ¢t puesio qus

DG=0'G=0F =P, por lo tanio
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DM=v(xtP') o __ (3)
Sustituyendo(2) y (3) en (1), elevando alcuadrado y reduciendo, se obtiene:

y& 4P'x , que es io scuacidn dela parabola.

Cuando el eje de simatria yel vértice no cambion, pero lo pardbola se extiende indefinida ..
mente enla direccidn OX', la ecuocidn dela curva es:

-4P'x

CUANDO EL EJE DE SIMETRIA ESTAEN Y'Y, Y LA CURVA SE EXTIENDE INDEFI
NIDAMENTE £N CIRECCION OY

v M(x,y), punto cualquiera de la pordbola
y, F{O,P'), su foco.
Siguiendo el procedimiento anterior,se.
tiene:
Pg-——=—==ofM
s x*: 4Py ¢ x%2~4P'y siF(0,~P)
o | de donde:
|
Q. y2£4P'% , Ps4Py
P o :
4 5 5 x FM=:4pi oM, GM= £4P.PM

Enlas variobles (en la ecuacidn ), cuando su eje de simetria coincide conuno defos ejesooor
denados oes paroielo,sdlo figura untérmino cuadrdtico, el de las variables x 0y,

ANCHO FOCAL o lado recto, es io cuerda trazeda por el foco perpendiculor of eje de i
metria. Si coincide con X'X, el ancho focal esigual al doble de la ordenada con pie enel foca

CALCULOS DE LOS ELEMENTOS DE LA PARABOLA.

Seala ecuacion y3-14y - 24x +25:=0 , obtener V,F , 4Py ld ecuacion de lo direc -
triz.

El aje de simetria es paralelo a X*X pac fiqurar y?

Pasando al segundo miembro los términos independientes de y, se tiane:

y2-14y =24x-25 o esta ecuncion agra-
gando a cada miembro el cu:drudo de kamitad del coeficiente del ler.gradoda y,

yi-1ay +49:24x-25 149 , de donde:
(y-7)%=24(xt1)

El vértice es V(-1,7) , 4P'=24 , P'=6, como 4P'> 0, la curva se extiende inde_
finidamenteen la direccién OX, por lo tanto:

-1+6=5, o sea F(5,7 ), laecuacidn de la directriz es:

x=-7, yelanchofocales 4P'=4X6=29

La Clipse.

LA ELIPSE (como lugar geométrico), ES EL LUGAR DE LOS PUNTOS TALES,QUELA
SUMA DE LAS DISTANCIAS DE CADA UNO,A DOS PUNTOS FIJOS (lamados FOCOS)ES
CONSTANTE.

- eje mayor o focal KA y BB, sonlosejesda simetria o didmetrosprinci

-8 =2b
g:EF‘ d!nmnm focat=2rn pales.


compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


a=hipotenusa de BOF' y
by c,suscotetos ..

at=tfscr S a7 P

A'A-vértices dela elipse
F'M y FM -radios vectores

Cuando los ejes de simetria coinciden con los ejes coordenados, si M{x,y),es unpun
todela elipse y F'(-¢,0), Flc,0),sus focos , se tiene:

MF'+MF=20 m
VLN e A
MF=Vix-cltyT
sustituyendo en( 1), Vix+elf+yo+ Vix-cTry® = 20 , despajando unradical,elevandoal

drodo y reduciendo,se tiene:
4cx-4a®=-4aV(x-c)ty?
cx-g=avix-c X +y° ,reduciendo y do | primer miem

bro, a*-afcl= afxB~-Ex®+aly? , oF{a®-c?) = (a®-c®) xE+a¥y?  sustituyendo o®-c?
por b2 se tiens:

bEx%H o’y’= u’yg , que €s la ecuacion dela ELlPSE,
dividiendo ambos mismbros entre n‘b‘,rnuna la ocn.eién dela curva en forma simétrics.

x‘ _ 4 O M PM v ~
Tt .,_z b0 e rEe!
Enuna ELlPSE solo hquran dos términos cuadrdticos{ los cuadrados de las variables
xe y),con gucles y positivos, do los ejes de simetria coinciden con
los ejes coordenados.

ANCHO FOCAL ,esla cusrda trazada por uno de | os focos, perpendicular al eje mayor.

.?.;L' , s elancho focaldela elipse cuyo eje focal coincide con X'X,0es px
EXCENTRICIOAD , es el cociente de la distancia focal entre el eje focal, ysedesigna -
por €,de donde:

.2e e ¢ .-2¢
€39 “ o €:3%

Lo Hs

La HIPE LA‘(cc:mo Iuwooom‘lnw) es el lugar de los puntos toles,que ladife.

s =
b

rencia d o adospunbs fijos,es constonte.
Si M es un puntomovil de la hipsrbola, cualquisra que sea icién, se tiene:
MF'-MF = A'A

Las rectas A'A y B'B, perpendiculares entre si,son los ejes de simatria o didmetros-
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principaies

A'A, sjereal 0 eje focal ,se le designa por 2a
BB', eje no focal o conjugado oimaginario, sele designapor 2b .
F'F distoncia focal = 2¢
Y
Q p——=3 A y A= vértices dela hipérbola
. F'M y FM =vectores
e Surelacin entre losdidmetros principales
e y ladistancio focol seexpresa:
X F./ ¢ =a +b ,endonde 0> o { b.
1 ; 0
Ecuacidn dela hipérbola en diferentes pg
siciones.
Cuando los 8jes de simetria coinciden con
e los sjes coordenados, el eje focal estd en X'X
y esiguala 2a.
Si M{x,y) esun puntc mvildea hipérbola , los focos son,F'(-c,0) y Flc-0),ds donde:
MF* - MF=2a
MF =2a+MF __________ {1

MF' = v/(x&c)!*' y!
MF =V(x-cft y* , sustituyendo en(1),se tiene
4cx -4u’=7gii§-§i‘+ e
ox =a2= @ V{x-¢ )%y, expresion que eievoda ol cuadrado, reducida y pasando las
variables al primer miembro, se tiene:

(c2~a?)x®—a?y?=a (c*-a?) , sustituyendo [cP-a®) por b , secbtiene laecuacion
deln hnperbola

bex -(:uzy2 uzb! vidiendo ambos miembros entre o*b? se obtiene la ecua
ciénen forma simétrica: — —

a2y 5 GMF PM?,

o b2 ot T TbE

Cuando los ejes de simetria coinciden con los ejas coordenados el eje focalestden YY' y
esiguala 2b,

Siendo M,unpuntode lahipérbola y F*{C, -¢) y F(O,c) ,iosfocos, se tiene:

MF'~MF=2b
MF’ =2 +MF

MFEVE+(y +c)2
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Ve&+ (y+¢) =20 +Vx®* (y-c)?, elevando ol cuadradoyy reduciendo,sa tiene:
acy-att=abVxErlyc]

cy-b°= b\’x"rly-c)’ , elevando al cuadradoy reduciendo, se fiene:

(%17 y2- b2z bY(c-1F) , sustituyendo( c®-b®) por aZ se tiens;

Q?y2-bx®= ob® _ _ __ __ _ (2) , dividiendo ambos miembros entre a2b?
2 2
—:? -_:!.=| ___________ (3) , multiplicandoen(2)y (3) por =1, setiens:

M{x,y

c(3,2)

F'(-1,2)

F(7,2)

20=4
MF'-MF=4
MF'za+MF_____(1)
e =Vl Py -2)%

R X wre/ix7Py2r

sustituyendo en (1}

y!

Vit 1 Pe(y-2 F =4 +V(x-7)%+(y-2)%

de donde:

16x-64:8 lx-7)7(y-2 )
2x-8= ‘/m)—z , elevando al cuadrado y reduciendo:
3 -1Bx-(y-2F=-15
3(x*-6x)-{y-2)%-15
agregande 9 ol Binomic x -6x , para convertirio en Trinomio cuadrado perfecto , equivale

asumar 3X8=27,al primer miambro y afiodiend ien 27 ol gundo miambro setig
ne:

3(x-3)%-(y-2)%: -I5 +27=12 , o dividiendo entre |12
(x-3F° (y-2)*
4 2

DOS HIPERBOLAS SON CONJUGADAS, CUANDO EL EJE FOCAL OREAL DE LA
PRIMERA ,ES EL EJE NO FOCAL DE LA SEGUNDA, OVICEVERSA.

Silos didmetros principales de una hiperbola soniguales , b=a, \o curvaes una hipér
bolaeguildiera ysu ecuncion es:

<& —y2zo?
& geaacidndela mperbola cuyoe;e focal es paralelo a XX, es de la forma;
(x—a)® y-B)? $ {x~a) (y'
RN Aol A A2 )

a® b . a b
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que es la ecuacidn de la hipérbola cuyo eje focal es paraleloa YY' y sucentro estden:

a 1
Conicas ,
Son curvas de 29 grado/{ circunferencio, elipse, parabola e hipérbola) consideradas
como intersecciones de la super ficie de un CONO de revolucidn conun plano secante.

Es una CIRCUNFERENCIA , cuando el piano corta a
todos los generotrices y es paralelo a ko base del cono.

5 Es una ELIPSE, cuando el plano corta todas (es gene_
ratrices y no as paratelo a la base.

Es una PARABOLA ,cuando el plano es paralelo a
una generatriz.

/

Esuna HIPERBOL A, cuandc el planc 8s perpendicu.
lar alo base.

NATURALEZA DE LAS CONICAS.
La ecuacidn general de las CONICAS 058

Ax®+Bry +Cy®+Dx+Ey+F =0 , sndonde A,8,C,D,E yF,son constantes.

Cuando:

A=C, (a ecuacion represento una CIRCUNFERENCIA.

AsQ ¢ C=|,laecuacidn reprasenta una PARABOLA.

A yC ,tienen el mismo signo, la ecuacion representauna ELIPSE.

A yC,sonde signo controrio, lo ecuacionrepresentauna HIPERBOLA.,

RESUMEN
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Si D=discriminante B*~4 AC y N=niimero de! término Unico en el radicando, se tiene:

trinomio conraices recies Elipsereal
D<O | ELIPSE " " ralz doble " evonescente
" " rolces comple " imaginoria
jas
binomio 0 monomio con
untérminoen x Parabolareal
sintérminoenx " que hadegenerado en:
D=0 | PARABOLA N>0 2 rectas paralelas
: si| N=O 2 rectas coincidentes
N <O Pardbola imaginaria
trinomio conraicesreales |  Hipérbola que corta al didmetro
" " raiz doble " " ha degenerado en
D>0 [HIPERBOLA dos rectos que secorfan
" " rolescompe| Hipérboloqueno corta al didmetro
jas

ECUACION DE LA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA REFERIDA A SU
CENTRO
Se llama NORMAL ,a la perpendicular o lo tangente, a uno cur va, en el punto de tangencia.

X1y =y x ,eslaecuacion ds la normal a o circunferencia,oseaunra—
diodeella, ’

Ecuaciénde tatongente y normalds lo Pardbola.
Tongents,  yy=2p(x+x)
¥
Normal ,  y=y, =- —2-';(:( -x,)
Ecuacion de latangente y normoi de la Elipse.

X, X
Tangente, ?—1--,-‘;,,—”

oy
Normal,  y-y, :m:-(x-xl)
Ecuacién dela tangente y normal deia Hipérbola.
x,x ¥,y
Tangente, —";,— - -‘b—l—=|
ul
Normal , y-y == —=—(x-x,)
box,

Eouaciones Paramdbucas.

En el trazo de una curva por puntos partigndo de suecuacidn, en coordenados carte -



sianas, $6 comienza por expresar una de los variobies en funcion de la otra.

Aigunas veces conviene axpresar las coordenados de los puntos deuna curvaen funcdn
de una tercera variable lamada PARAMETRO y las h las

das conel pardmetro, selloaman ECUACIONES PARANETRICAS.

Ecuaciones PARAME TRICAS delacircunferencia
Y
Sea la circunferencia con centroen O y radio r.

M{x,y),unpuntodeiacurva.

8,dngulo XOM.

Son ecuaciones parametricas ;
x=r cos8

y=rsen@

Ecuaciones PARAMETRICAS de lo cicloide

Cicloide esuna curva descrita por un punto fijo de unacircunferencia que rueda sin
Y resbolor alo largo deuna recta fijo

A

0X,ejedelaos X sobre el cual rueda el circulo generador,con centroC y radior,
M, punto fijo que describe la curva.
. ‘gfmnm de contacio dela circunferencia con OX.

OA=2r.
Cuando la medida del arco se da enradiones, el arco ss igual al radio multiplicado por el
ndmero que mide el dngulo, por iotanto:
x=0P=OT-MN=r8 -r sanb
y=PM=TC-NC=r -rcos 8 , de donde:

x=r(6-sen8) _________ (1)
que sonlas ECUACIONES PARAMETR]
y=r{l-cos8) . __.._.._. (2)" 7" cas pE LA CICLOIDE.

Cuando sl punto fijo qua produca la cicloide, se tra dentro delcirculo generador
resulto una CICLOIDE ALARGADA

Y

T v i

ol T X

y sigstdene! axterior se produce una CICLOINT SS00AINA A ACORTADA
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Y
(o] T

\/ X

\

Estos dos curvas se lloman TROCCIDES.

Ecuaciones parameétricas dela HIPOC! _
CLOIDE, b
x={a-b) cos@+bcos GT 8

y=(a-b)sen8 —bsen u_;lg 8

Y
‘ ASTROIDE ., Ecuaciones paramétricas
B)
’d Cuando O'b=1/4 OA
‘ x=acos*8
X y=asen3g

X

EPICICLOIDE. Ecuaciones paramétricas
x=(a-b)eos8-b m%a

y={o+b)send -b sen °be 8
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Eouaciones simmltdneas de sequnds grads.
En;
ax®+bxy +cy¥dxtey+fz0
a‘:‘*b‘:y *C‘y‘?d‘x'e‘y'f' =0 ,queesk forrnoqer:.aral de unsistema de ecuacio —

nes de 2° grado con dosincdgnitas, se tiene, 8liminondo a 'y ,Una ecuacion de cuarto gra.
do en x, que generalmente no puede rasolver se por métodos elemantales. Por ejempio:

X4yz7 o))
x+y?=zll___
de(l),sededuce y=7-x%_________._{3)
Sustituyendo(3)en(2) y desarroilando, se tiene:
x*-14x%+x+38=0 ; ecuocion sinsolucién por métodos slemantales y qus
solo por tanteos se descubre que 2 es una desus raices.

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMERO Y SEGUNDO GRADO.

extey?=33__L_____. ()
2xty = 9 (2)
loscuacion(2),da; y29-2x . __(3)
Sustituyendo (3) en(1)
x2~-6x+8:0 ..
x=2 6 4

Sustituyendo estos valoresen{3):
y=5 6 | , de donde:

La
cvando x=2 , y=5 o%\o,\, «,
x=4 , y=I v.r . %
(9 3
REPRESENTACION GRAF ICA DE ECUACIONES DE 2° GRADO. ,‘j’ og g
0 MeXxIicOo g
¢‘> -~

Sea x2= 4y ,ecuacidnde la PARABOLAy.

10— 7 Q, _—— A
9__)ll z > x ©
; ]
7 NSTITUTO DE IRV
Z F ECONOMICAS
a
[+] (o}
C
3 & B
2 \
‘ a A
X R A s o T 25 556X
Sien x*:z4y ,sehace y=0,y Y
x=0, los Y

valores de x,se reducen a0, o sed que la curva pasa por aelorigen.
Al hacer la tabulacién, debe Yenerss en cuenta que; para volores negativos de y , los -
de x son imaginarios por lo cual, para y, sélo se usan valores positivos,

y=10 | 2 3 4 5 3 6251 ----1 9

x=|0|+20{£28 235 (x4 (+£446{£49 [£50 |-~ +6.0

Puntes (O | AA' | BB' | C,C' | D,O' | EiE' | FF' |GG z,z
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Cuondo y= |, x®=4, dadonde:
* =ﬂ' =+2 ,quedando +2 ola derecha delorigen y =2 alaizquierda
observdndoss que para cado valor de y, corresponden dos de x ,iguales numéricamente pero
designo contrario.

Toda ecuacidn de la forma x®+ y%= % corresponds a una circunferencia de rodio r,siep
do suforma general, x'u\:- y‘ﬂ:x +by+c=0, endonde a,b y ¢, son constantes.
En x%y®z25, se puede hacer:

yt=25-xt | six>5 & <85, y,esimaginaria, de donde hacisndo x=£5,
y=0, por b tanto
Xz -4 =3 |=-2 ~1 (o} | 2 3 4
¥y £3 | x4 |46 |+49/x5 1149 (2464 [£3

Y
]
a
3
2
i

X' X
-1
-2
-3
-
-5
-5-4-3-2-1 0 2 3 4 5
M
Las ecuociones dela forma ax% by’=c ,endonde a y b tienen un mismo signo,re.
presenton una ELIPSE.

Si 4x+9y"=288
t.an_ 3 2
y=32 9%

Cuando %x >¥32 & <&/32 '} esimaginaria, porlotanto, x debe estar com—
prendidoenfre 3/2 V32 ¢ 3/2 - ¢ aproximodomente entre 8.5 y -8.5

1.0
56

PFora x=85, y=0 y para x=0 , y=5.6 ,de donde.

=}+83 |*8.0 |£70 [£6.0 |£5.0|£4.0[(£3.0|x2.0
y={2 1.2 {219 |32 |*4.0}*46 [£50(*53|X55
Y.

Lo ’
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Hipérbola :
Seaxyza 6 y=F , si0:5,setione; yz-3-, dedonde:
401 50 | 60| — [100]
- 105}
- |-10.0]
= [-05|

Y
10 -
.\
Xt G X
A
A
-5
=
1
-10 L
-0 -5 [} 5 10
¥

Enunsistema, cuondo una de los ecuaciones, es HOMOGENEA.
xtay -6y%20 o e (1)

x2+4x+3y =69_ _______ (2)
- 0-‘/ ; L] -y¥
de(l) sehace x= y= ; 23 =—-%5y=2y ¢ —3y

sustituyendo en(2) a x por 2y, se tiene:

ay'+ily =69
de donde: 23

y=30 -3~

x=2y= -gél

sustituyendoen(2)a x por -3y ,sefiene:
yi-y = % » de donde:

y= %‘E , por lo tanto:
-3-/285 _ 23 -3+v2ss
2 o2 2

para x =6,

.3 31285 23 3-288
Yrs v g 6
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Construyendo \os dos scuaciones se encusntra que k(1) representa dos retrkes ques i
corton y la(2),una pardbola. o
Lascuacidn(l), pusdeescribirse:
{x-2y)(x+3y)=0,endonde los repr los do
x-2yz0 y x+3y=0

y parala(2), setiene:

I=f-12 -9 -4 |-2 [ 0o [ 3 [e 1
b9 & [ 235 [243[ 23 [ 16 | 3 |

: 73

Hacisndo sil lo
de ta pardboka con cado una de las —~
rectas , se obtienen los puntos dein.
terseccion de elias conla pardbola,
siendo para:

P(-9.9,3.3) y P'(69,-2.3)
y R(-115,~575) y R (6,3)

FORMAS ESPECIA! .S,
Cuando presentan la siguiente forma:

Bhy®=9 L (D)

dividiendo(() entre(2 ), se tiene:

xt-xy+yt=3______ (3)
de(2),se hace y=3-x,sustituyendo y ,por aste volor en(3), setiene:

x2-x(3-x)+(3~x Ye3 y quitondo paréntesis,
x2-3x+ x2+ 9 +x2-6x=3 , de donde reduciendo , queda:

3x%-9x+6:0, de donda, dividiendo por 3, yueda:
x-3x+2:0 o factorizondo (x-2){x-1)=0 ..
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2 t
162

o O.

x
¥
Para resolver el sistema;

Wt yPtxty=18 . ___(I)
xy:6 . _____ (2)

de(2), s hace 2xy=12
agregondo (1) , x% 2xy+y%tx+y =30 ,de donde(x +y)'t (x+y)-30=0
despejando xty
xty=-%
y=-6-x
xty=5
y=5-x
Sustituyendo los valores de y ,en(2)

B 6x+6:0 , de donde; x=-3+V3

x=~3-v/-3- y
»*~5x+6=0, dedonde; xz2 63
y=302
Se verifica sustituyendo en (1)
Resolver el sistema;
liLl.3__Q
x ¥ y 2 m
L,.1.5 __(2)
xz+ ¥ 4
1.3 _ L
de(l)sesucuy-2 .
sustituyendoen (2)
L ,9_3,1.5
x!+4 e a
dedonde;%-if 1=0
® x
x=2 6 1
de (i), se deduce , pora x= 2, |
1,31 - =i
y 2 2
1. _3_._|=|_ y=2
y 2 2
por lotanto; cuando x=2 ,y=l ycuando x=| ,y=2

Jucrements 4 iWa@Z

LA DIFERENCIA b-o=h =4x,es el incremento dela variable independiente x , que

pasa de un valor iriciol g , auno final b .

VALOR INICIAL de una funcidn f(x), es el que adquiera esa funcidn cuando a la va

riobie independiente x , sele asigna un valor inicial g o sea, valorinicial f(x), es f{a).
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El VALOR FINAL , lo adquiere la funcidn, cuando o lo varioble x,se le asigna su vaior final

b,0se0;
VALOR FINAL de §(b) ¢ fla+h),cuando b=ath.

INCREMENTO, en el intervalo (a,b) ,e s lo DIFERENCIA ENTRE EL VALOR FINAL Y

EL INICIAL.
f(b)-f{a) o fla+b)-fla) , .

La letra griega A, indica elincremento de una funcion y se usa anteponiendolaaella,

o en jugar de ésta letra, colocando a la funcidn entre paréntesis rectangulares

A: x =[x]:= b-o
ap x*= (A= 75724
Ac:,'h& [x']:'": a*t2ah+h?-a? =2ah +h?

En ¢adauno delos casosanteriores, el incremento depende del valor inicial g de la va..
riable indk diente y del incr to h de esa variable.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION f(x), enelintervalo{o,b),es el producto de la
derivada de dicha funcién,para el valor g , delavariableindependiente por el incremen
to de esa variable. Su valor es, como el delincremento, funcionde g y de b,

_ La diferencial de f{x ) enelintervalo (a,b} =h, se simboliza en!la siguiente forma.

a+h

43" )= (o).

PROPIEDAD IMPORTANTE .

La diferencial de lavariable ind di x es exact igual ali dedi_
cha variable, o sea: -
dx=4Ax=h
En la funcidn lineal y=x ,como sus diferencioles son tambiéniguales, se tiene:
dy=dx _ _______ (1)
por definicion de diferencial!
dy=f{x)Ax = l.Ax=Ax=h___ __. (2)

iguolando( ) y(2), seobtiene:
Ax=h=dx, de donde;
LA DIFERENCIA DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE (dx),esigual a suincremento
{Ax éh) ©

sea y=f(x)
dy=f'{x)Ax , sustituyendo Ax por dx,resulta;
dy=flx)dx ___ . ____ {3) .

LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION , es igual AL PRODUCTO DE LA DERIVADA
DE LA FUNCION, POR LA FUNCION DE LA VARIABLE iINDEPENDIENTE.
Dividiando ambos miembrosde(3) entre dx, setiene:

day _ .. .
d—x-f(xJ L

LADERIVADA DE UNA FUNCION, es igual AL COCIENTE DE LA DIFERENCIAL DE
LA FUNCION entre LA FUNCION DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE.

INTERPRETACION DE LA DIFERENCIAL.
Obfener el drea de uncirculo deradio 'r
A=Tr | dA=27r dr, o sea que; la diferencial es un volumen que puede —
considerarse ol deun cilindro de base igual ol drea de la esfera y altura igual adr,

Si dr es muy pequefia, dV, es el volumen deuna cdscara esférica.

Obtener el volumen de uncubo de aristo g.
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vz=a®, dV=3a?da, 0560 que;
Lo DIFERENCIAL , es losuma de los vold de tres poralelepipedos que tienen por-
base,unadelas caras del cubo y porottura da. :
Si da,es muy fio, dV, es oproximad
igual a dg, superpuesta a uno de los triedros
DIFERENCIALES DE LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS

a)_dlutvtz) =dutdv+dz

! iguol a lo de pa de ado

b)_ladif. de x™
dxM= q(xmdum;"-:i:

¢c)_la dif.de u™
du™ Dy u™dx = mu™'Dgudx = md™Gx

d)_la dif. de un producto.
d{uv) = Dluv)dx =(uDyv+vDeu)dx zudvtvdu

el_la dif‘deunoocienvt ;U uDgv d u dv
d¥:p Ld,(:_E_L_D;_- dx= Ydu—udv.
v Xy v2 ve

)_ia dif. deun radicol de 20.grado.

Dyudx  du
dVu =0 Vo dx s e s

FUNCIONES SIMPLES TRASCENDENTES

9)- la dif. de una funcidn exponencial.
doY=zD,a%dxz 0¥ LaD,udx =o' Ladu
de¥=Dy e¥dx = e Dyu dx =edu

h)_1a dif. de una funciénlogoaritmica.

D u du
- LA g e
dlu=DyLudx= U dx = v

FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS E INVERSAS
i)-dsenu= D, senu dx =cosu Dy udx = cosu dx
j)-dcosu =D, cosudx= -senu Deudx==sen udu
k)_dtangu = O,tang u dx = sec® DOyudx =sactudu

1} _dsecu = D, secu dx =secu tangu Dyudx = secu tangu du

X , _ Dyuds  dx
m)..d dng sen u =0, 6ng sen udx = WA =d dngcosu
. , Dyudx  du
n)_ddng tang u = Dyangtang u dx:—-l—m—--w———dongcotu
)_ddn D 4 D udx du 44
o) senu=D ongsecudx = ——m==—7——F5==-—dangcscu
9 9 u»/?-—l uvu=i

Cuwatmra.

Lo direction de una curva plana enunode sus puntos , es la de lo tangente alacurva en
esepunto.
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Cuondo €l punto de ‘o sobrela curva, ireccién de lotangentey
{a forma de lacurva estd Lintimamente rstacionada con I rapidez conque voria la pendienta-

da la tangente.

Si ¢, eseldngulo que lotangenteen P, for.
macon X'X y g+ ¢ ,es elqueforma con el
mismo eje, la tangente en F* {punto proximoa
la tangente en P ha tenido un cambio en su direg
ciéniguala A y la curvatura delarco PP, de
pende dela magnitud de Agp

Si As, esigual alo longitud def arcoPP' jale

x razdn ﬁi, se le lama CURVATURA MEDIA
s

y simplemente CURVATURA al:

AP _d®
tjm, St 2 ———
a0 As ds B

—mmmemee )

que depende &n general, delaposicion det punto enlacurva, por eso, esnecesario expresor su
voloren funcidnde x e y.
El valor (1), puede escribirse:

ds

, d
_d_?= _d.ﬂ e - — =~ —-—£2) ,loqueimplicaelcalculo de 3% yde g~

ds  ds/dx
Por la propiedad fundamental de lo derivado, se tiene:
long. g =y' ; dedonde:

@=a4ngtong y'
de , I+ y2
y=-—=Dnglongy's ———— ~-——=--- 3)
dx y
Y Considerando comorectilineo, el ridnguio
0 rectdngulo PQR, setiene:
ds ds =\/dx?+dy2 , dividiendo ambosmiem_
dy brosentre dx:
P . ds _ Vi+y? a
dx R dx Yoo @
Sustituyendo {3} y (3) en{2):
X “
0 o ¥ (5), que esia

ds  (1+y?)
curvatura correspondiente ol punto P.

RADIO DE CURVATURA. _CIRCULO DE CURVATURA.

Consi do o Q, sufici proximo a P,elorco PQ se considera como pertene
ciente auna circunferencio de radio RP=r y ceme el radio multiplicade por el Gnguio(expre.
sancen radiones ) esigual al arco, se tiene:

rlagp = As, dedonde:
Ly
As

= , @360
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Ay
As
haciendo que As —o, varord r
Siendo V el valor limite de r, setiene:

4P_ 1, dedonde:
ds VvV

A
r

3
V= %3; =“—:¥ﬁ—2 = RADIO DE CURVATURA, dela curvaen P y el circulode
radio V,es el CIRCULO DECURVATURA. ___ __ _ (8)

COORDENADAS DEL CENTRO DEL CIRCULO DE CURVATURA.

Pueden colculorse las coordenadas (@, 8)delcen..
tro C, del circulode curvatura correspondientes a un pun..
to P(x,,y, },deuna curvododapor su scuacién, y =y(x),

az0A=0Q-BP=x,~Rsen¢ _ _._____ [4}]

B=AC=AB+BC= y+RcosP _ o 2)

PEIO: (4 23/ \
Il SE A s T e
R v i tonggp =y’ jcos ryi7e

yl
RTINS YyS
sustituyendoen{i) y(2)*
yry33f  yey?)
] Yty /e * i

2
I‘_(Ny 13/2 . 1+ yR

vl y.a) 12 h ¥

Célondo )

Puede considerarse el CALE:ULO INTEGRAL ,como elinverso del CALCULO DIFEREN ~
CIAL puesto que, suobjeto fundamental es el de ENCONTRAR EL LIMITE DE LA SUMA
DE UN NUMERO INFINITAMENTE GRANDE,DE MAGNITUDES INFINITAMENTE PEGUE ..
NAS.

f 158 Usa como signo para indicar esta operacidn.

ANTIDIFERENCIAL del producto de una funcién de cierta variable independiente por la -

diferencialoe ésta, es fambi€n una funcién delamisma variable, cuya diferencial es ese pro..
ducto.

2x dx, esla diferencial de x2
x2,es ko antidiferenciol de 2x dx

La antidiferencial sa denomina tambien FUNCION PRIMITIVA
Lo diferencial de una funcid dado,se indica anteponiendo el signo f aesa funcidn:

fzx dx



compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo

compaq
Rectángulo


..f i-
Auno diterencial dada le corresponde un ndmero indefinido de antidiferenciales,las cuales
sblo difieren snuna constante,llamada constgnte de integrocicn

DETERMINACION DE LA CONSTANTE.

xt+¢, representa una familia de pardbolos en dondepara cada valor de ¢ ,corresponde -
una de esas curvas ’

Sluna de las pordbolas doda por y= =xt+c¢,pasapor P(2,1),setiens:

122" + ¢, dedonds:
e3=3
si pasapor Q(3,11),se tiens:
3% +¢ ,de donde:
cz2 , sic,

LA INTEGRAL DEL PRODUCTO DE UNA FUNCION OE LA VARIABLE INDEPENDEN
TE POR LA DIFERENCIAL DE ESTA, ES UNA FUNCION DE LA MISMA VARIABLE CU.
YA DIFERENCIAL ES ESE PRODUCTO

Siendo ladiferenciacidn y lo integracicn operacionssinveraas, LA DIFERENCIAL DE
UNAINTEGRAL , ES IGUAL AL INTEGRANDO.

f'(:)dn =F(x)+c

diferenciando en ambos miembros, setisne:

dff(x)du =d[F(x)+c] =f(x)dx , 0580 que silos operadores d yf .
deben apiicarse sucesivamante
a cierta diferencial, puedendejorse
de ascribir, puestoque el resultado es
esa diferencial, puesto que:sic ssuna

constonte arbitraria, se tiens:

fcduu [ [T ——— [€D)]

diferenciando en sl segundo miembrode (1) :

d [cfdu]= [ [dfdu]= cdu y ::?mc‘it;i:\doonnl primer miem .

t{fc du= ¢ du ,como las diferenciales de los dos miembrosde (1), son

iguoles, setiens:
j:: du=cdu

GENERAL {ZANDO!
mel
ﬁmtl)x"‘dx o Amrix 7 dx ——m———————zx M+l ;¢ , sea m fraccionario o entero , po.
{mt1)dx sitivo onegativo
Cuando m=-1, ss sxceptia puesto icondolaregla aladiferencial x™' dx, se
tendré: o
X =<, lo cualesi 0. Ensfecto se tiene:
-+
_fx"an =f9,l =Lx+¢,PUESTO QUE EL NUMERADOR ES LA DIFE _
RENCIAL DEL DENOMINADOR,

El INTEGRANDO,es laditerenclal de una potencia de exponente constante de funcidn dex.

Si y=un,enque uF(x), setiens: dy=nda
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Multipticando por lafuncidn u y dividiendose entre sl nuevo exponente y enfre du,se tiene:

[ auntgys
y-J‘nu duz o du 2y te

LA INTEGRAL DE UNA SUMA ALGEBRAICA DE DIFERENCIALES, esigual ALASY
MA ALGEBRAICA DE LAS INTEGRALES DE LAS DIFERENCIALES,

Siendo:
_r(dui-dwch) sendonde u=fi(x} , v=f{x) y z=f(x)

diferenciando la suma u+ v 4z, se tiene:

dlutvtz)=dutdv+dz .. ﬁ(ufv*z)=ﬁdu+dv+dz]
pero:
u=ﬁu N v=rdv y z=j:lz , sustituyendo en la igualdad anterior, se tiene:

ﬁdu«dv vdz):ﬁu +ﬁv +ﬁz

LA INTEGRAL DEFINIDA COMO LIMITE DE SUMA.
EJEMPLO NUMERICO!
x%, funcidn no lineal cualquiera y suincremento enefintervalo (1,3),es:

3 : . e
A, x®=9 ~1:8, la diferencial de éto funcién y enei mismo intervalo, es:
di %= 2x.2: 4x =4

X=t

Representondo la funcién derivada de x% , osea f(x)=2x , y sudiferencial represen..
tado por el tridnguio DCE ,es 8-4:=4,
Si enlugor de tomar la diferencial de unsolo
£ intervalo, se divide éste envarios partes y setoma
ladiferancial de ta funcion para cada intervato ,
sesuman ios vaiures obtenidos pora codainterva.
lo y iuego ;3¢ suman los vaiores parciales de las
/ diferenciales de tos intervalos parciaies, SE 0B .
/ TIENE UN VALOR TANTO MAS PROXIMO DEL.
INCREMENTO,CUANTO MAYOR SEA EL NUME
RO DE INTERVALOS
ﬂ Dividiendo elintervalo {3 -1 =2 ),en ocho par

Y

tesiguales ,.25 es la amplitud de cada interva
lo y eldrea de cada uno de los ochorectd ngu.
0, J c ios,deizquierda a derecha, es sucesivamente:

é/ 4% xe=2x, 25=.5

.5
/A A « 4 e2e.28 =625

dire F=2x..25 =75
X=1.80
dpe 222,25 =.875
X=)75
&¥x=2x.26 =100
x=2,
d33ex%:2x.25  =1.125
om 2 X=2.25 -
&5 Fanes  «i2s

dzux -2x..2?;2” =375
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de donde:

fo Ax=7.50 , ladiferencia ente el yla suma de fos dif i s

es; 8.00-7.50=.50
xs3

Losvaiores idos para las difer nu-u,fwmnmupmqnsmme.
tica,cuyo ler.términoes .5 larazon 625 -.5=.125 , 8 el nimerodatérminos yel 8° —
término=.5+ .125. 7=, 575 designando por S losuma delas diferenciales, se tiene:

S= % 8= 7.50 , que es el valor anteriormente obtenido.

Si AB,es dividida en |6 partes iquales, se tiene:

azel primer término de la progresién
r=igrazén y
u=el GHimo término:

azdos R=2x.125525% .25
X=1
dI.ES 2 dl 128 2.

ved, oy oo X =.28125-.257.03125;

u=z0+i5r=.25+.46875= 71875 , de donde:

5 23T873 5.7 75

La diferencio entreelincremento y lasuma de las diferenciales,es:
8-7.75=.25,dedonde:

S| EL NUMERO DE INTERVALOS PARCIALES CRECE INDEFINIDAMENTE ,SE TEN.
DRA; QUE EN EL LIMITE,LA SUMA DE LASDIFERENCIALES CORRESPONDIENTES A
(L:%%DIVERS)S INTERVALOS, £S EXACTAMENTE IGUAL AL INCREMENTO DE LAFUN.

Laintegral definide de unadiferencial dada, calculada entre dos extremos{liamados ex_
tremosinferior y superior,que se ),8s el incr dela funcidnprimitiva
oontidift ia) de la dif ial propuest: do la voriable pasa de un valor inicial @ ,quno
final b, poriotanto: q D

N P

Cada uno de los productos de bforma
f(x)dx; as el drea de un rectdngbio ondiogo
ol GHMN, por io tanto; la frmulacbtenida, o
sea,la lntgqral definida:

J; f(x) dx = Flb)-F (a) ,REPRESENTA

EL AREA DE LA SUPERFICIE LIMITADA -

POR SU ECUACION._ ARCO CUYOS EXTRE

MOS TIENEN COMO ABSCISAS gy b ,LAS
x  ORDENADAS EXTREMAS Y LA PARTE -
AEF GHIJB DEL EJE DELAS Xs,COMPRENDIDA EN
TRE LOS PIES DE DICHAS ORDENADAS.

INTEGRAL INDEFINIDA.
Cuandongo hay extremos o limites quedefinaniaintagrol,es NTEGRAL INDEFINIDA.

r‘f(x)dx'F(rﬂ-* osea:
J = < ;0seq:

Laintegrai indefinida esla ontidiferenciol , da donde,
L INTEGRAC!ON ESOP! RAC{ON |I\.VERSA DE LA DIFERENCIACION.
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INTEGRACION NMEDIATA Y POR MULTIPLIC#CION OE UN FACTOR.
legracién no hay qt

cambio nlquno anel mtagrundo an onu; , la antid i!mnud esia funclon cuya drfersncwl se ob.

tuvpen lamayoria ol buscar una fdr plicable ala dif iacion de las funci g
adicha funcién.

I'"h _ ‘m"l
- J s +e(m#-l)

Z-I"dw
du
3_‘[57-;351-::

4 -fd‘Lu e =d'4e

+eln#-1)

5- f[Sousde
s-f%‘-:n.un
7_fmudn=-cos ute

8- | cosudu=sen u+c
S;ﬁeczuduﬂung u+e

10 Juc‘udu:-cotuﬂ

1~ | secu tangu du=sec u+c

Iz-ﬁscy cotu du=—cscutc

du_ oo U
- m-unqsma c

" du | . u
14_ e e mgtnng;+c

15, du 'Lé sec-—+¢
Jovia @ rsecy

INTEGRACION POR MULTIPLICACION DE UNFACTOR CONSTANTE.
Sielintegrandono 'lene unas delas formas anteriores, sereducenide ser posible),auna de

ellas, medi transfor ¥ luego seintegra,
Una transformacidn consiste en multiplicar el integrando por un factor constante y por
sureciproco.

a}. e¥*dx, para que el integrando sea del tipo 5,
3x=u
3dx=du
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Semultiplica por 3 el integrando, por su reciproco laintegral y setiene:

fe“dx:%-.re”‘wx =%fe“ du:é—e“:%e”‘*—c

2
b). % ) que pa;areducirlu alnimgro 3, sehace:
x>=l=y
3x?dx=du
muttipticandc por 3 y por el reciproce de 3, elintegrando, se fiene:
2 [
x2 dx =}_I‘3xdx=_|_ du I/—__/——, T+e
fz-—fr‘—l BT E AT *
INTEGRACION DE FRACCIONES POR COEFICIENTES INDETERMINADOS.
Cuando eldenominador solotiene raices reales simples.

Stel numeroda,es ia diferenciol dela variable y el denominador ,es & productodedos bino.
mos lineales

Obtener fu—f_%z— , por coefici indeterminados, en donde el i de deg
. componerse en dos factores lingales, 0 sea:
. u?-a®=(u+alu-a)
péngase
R ! oA . _B  endondsAyB,sonconston._.
u?-a?  {uta){u-c)  uta u-a  tesadeterminar.
reduciendo los dos ditimos qu ‘B aotros (‘ ')“ n;n 'B")" inador, se tiene:
A B __ _Au-gA+ButaB A+Blu—alA- donde:
uta” Tuma | tutafu-a) (uta)(u-a) ?m! s
(A+B)u=0,0sea AtB=0 _____(1)
-g{A-B)=i, cseq ~A+B= ‘— k)
de donde: . |
As- 5= ; Beme

g Lt [ T o] s L

vi-a? 2a L uta u-a u+o
INTEGRACION DE FRACCIONES CUYO DENOMINADOR TIENE UNA RAIZ MULTIPLE.
Sielintegrande como denominador tiene raices snrmles multiples y complejas,dabido o

la presencia de un trinomio quehene esto clase deraices, sa hace,por roquo sarefierealas

dos primeras raices,seglin se indico,como sino hubiera otra clase de roices y selesuma —

alas primeras raices ofra cuyo denominador sea el trinomio y tengo por numerador un bi .

nomio de loforma Ax+B.

INTEGRACION POR PARTES,
Tiene por objeto encontrar la funcidn primitiva de un producto; el de una funcién por
la diferencial de otra funcién de lo misma variable .

ﬁdv =uv-j-vdu

teniendo en cuemaque v,eslaintegral de dv.
La integral del producto de una funcidn u por to diferencial dv de otra,esigua atafurion

por lain‘egral de la diferencial, menos laintegral del prodnctode laintegra! obtenida,por la
diferencial de ia funcién.

INTEGRACION POR SUSTITUCION.
Consiste en remplazar lo variable de integracién o una ex presmn quela oorﬂenoa, porotra

varsable ¢ unc funcidn de otra vunuble transformdndose, por la sustitucidn, el integrando en
otfs tips ya conocide o de mds facil integracicn.
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Por medio de estas lineas,hago patente mi agradecimiento por o ayuda que en fa reali_
zacicn de este manual, prestaron los sefiorss MARIO SAUL RUIZ y ENRIQUE TEUFFER,
en la revisidn cuidadoso de cadauno delos renglones quelo for' nan, aportando también ideas

para hacerlo mds completo y comprensible, W
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