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Resumen

El presente capitulo presenta al lector una exploracién metodolégica sobre el potencial
aplicativo de los modelos de Investigacién de Operaciones al andlisis del desarrollo regional,
con el fin de robustecer el conocimiento especializado para este analisis desde un enfoque
interdisciplinario.

El estudio resulta relevante en tanto que la Investigacién de Operaciones (IDO) y el
andlisis regional se han desenvuelto conceptualmente de manera separada, aunque el
primero ofrece un conjunto de conceptos, metodologias y modelos que abren un universo
amplio de aplicaciones para el andlisis regional y el desarrollo de Politicas Publicas.

Se hace énfasis, sobre todo, en el Modelo de Analisis Envolvente de Datos, por su
versatilidad, y sus caracteristicas dentro del campo de la IDO, pues permite analizar la
eficiencia asignativa de los recursos existentes en unidades de estudio espaciales para la
obtencion de resultados diversos, aplicables tanto en el ambito de las instituciones con fines
publicos, del desarrollo y el bienestar, como en el ambito de la productividad y rentabilidad
de las organizaciones privadas.

Se desarrolla una exposicidn de las teorias, metodologia, técnicas y herramientas de
este campo y se concluye que existe un amplio potencial de integracion interdisciplinaria con
el sustento de los temas de interés en el analisis regional, sobre todo en el contexto de crisis
econdmica y desigualdad regional predominante a nivel mundial en la actualidad.

Conceptos clave: Investigacion de Operaciones, Andlisis Envolvente de Datos, Analisis
Regional

Introduccion

La Investigacion de Operaciones o Investigacién Operativa es una rama de las matematicas
encaminada a la solucién de problemas en condiciones donde se requiere necesariamente de
elecciones dptimas, de caracter dual, que maximicen resultados y minimicen esfuerzos. Esta
rama ha sido también denominada como la Ciencia de la Administraciéon, en tanto que, dota
de fundamentos objetivos, matematicamente desarrollados a la toma de decisiones en los
ambitos publico, privado y social, derribando la ambigiiedad de la toma de decisiones sin
sustento estadistico y decisiones 6ptimas.

La Investigacion de Operaciones (IDO) ha sido tomada como pilar de la ingenieria
industrial, pues se liga inmediatamente a los fines de la industria, como la produccién, los
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costos y la ganancia, incluso, la literatura predominante desarrollada alrededor de este
campo de conocimiento, que fue inicialmente construido para fortalecer la eficacia y la
eficiencia de la gestion de estrategias en conflictos bélicos, ha terminado por inundarse de
aplicaciones productivas que fortalecen al desempefio de la economia y los negocios, en la
administracion, mercadotécnica, produccion, negocios internacionales, negociacion e incluso
en el desarrollo de estrategias comerciales en todo el mundo, no obstante, sus
potencialidades no han sido explotadas por la investigacién y el andlisis regional,
perdiéndose un potencial enorme en la generacién de conocimiento.

En este contexto, el presente capitulo presenta una exploracién metodolégica sobre el
potencial aplicativo de los modelos de Investigacion de Operaciones al andlisis del desarrollo
regional, enfatizando la exposicion analitica del potencial del Modelo de Analisis Envolvente
de Datos (DEA), por su versatilidad, al permitir analizar la eficiencia asignativa de los
recursos existentes en unidades de estudio (espaciales o no) para la obtencién de resultados
diversos, aplicables en el ambito tanto de las instituciones y fines publicos, del desarrollo y
el bienestar, como en el dmbito de la productividad y rentabilidad de las organizaciones
privadas.

Para desarrollar dicho objetivo capitular se ha planteado dar respuesta a las
siguientes preguntas de investigacion:

¢ ;Cuales son los fundamentos teoricos de la Investigacion de Operaciones y el Modelo
de Analisis Envolvente de Datos, sus principales autores, supuestos e ideas y cémo estos
podrian apoyar potencialmente al analisis regional?

¢ ;Cual es la metodologia propuesta, desde la selecciéon de datos, el procesamiento
matematico y sus planteamientos mas relevantes?

¢ ;Cuales son las principales variantes del modelo DEA, su proceso de construcciéon y su
potencialidad que permiten llegar al analisis regional?

La investigacidn se ha estructurado en cuatro apartados principales que abordan el
desarrollo analitico de dichos cuestionamientos principales: 1) La Primera parte expone la
teoria detras del encuadre metodoldgico de 1a IDO y el DEA, que se disponen como fuente de
potencial para enriquecer el analisis regional. 2) La Segunda parte, muestra a detalle en que
consiste la metodologia propuesta, sus mecanicas generales, las generalidades del modelo
prioritario. 3) La Tercera parte, se enfoca en presentar las variantes del modelo DEA y su
aplicabilidad al analisis regional, exponiendo tanto su enfoque de economias a escala
constante y variable y sus enfoques hacia el andlisis de la asignaciéon de recursos y la
generacion de productos en las distintas unidades de andlisis, sean estas de caracter espacial
0 no.

Finalmente se presenta un apartado de conclusiones y propuestas para promover la
integracion de la IDO para el andlisis regional.
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1. La Investigacion de Operaciones y su potencial en el analisis regional

La investigacion de Operaciones es una rama de las matematicas enfocada a la solucién de
problemas practicos, la cual ocupa el método cientifico y un enfoque naturalmente
interdisciplinario para entender, explicar y optimizar las relaciones funcionales que
caracterizan a los sistemas que requieren de ser analizados (Ackoff y Sasieni (1971),
Bronson, R. (1984), Flores Zavala, Victor Manuel (2013) y Eppen, G. D., Gould, F. J., Schmidt,
C. P, Moore, ]. H., Weatherford, L. R (2000).

El enfoque cuantitativo de la IDO permite dotar de riqueza objetiva la construccién en
la toma de decisiones, su conjunto de técnicas matematicas y computacionales facilitan
optimizar problemas complejos de decisién y de ubicacién por ingenieros, economistas y
administradores, asi como todo tomador de decisién que requiera de tomar las mejores
elecciones de entre todas las posibles que existen en su entorno (Taha, H. (1994) Mora, J.
L., (1986)).

En la actualidad, la IDO representa la conjugacion de los métodos matematicos basicos
como el algebra lineal, la geometria analitica, el calculo diferencial e integral, la estadistica, la
probabilidad y la econometria con las herramientas electrénicas mas novedosas para
ejecutar algoritmos de optimizacion que permiten resolver problemas de decisién de manera
rapida y confiable en multiples ambitos de la vida diaria (Wayne, L. Winston (2004) y Mathur,
Kamlesh y Solow, Daniel (1996)).

Tabla 1. Principales precursores y desarrolladores contemporaneos de IDO

Precursores Desarrolladores contemporaneos
Fechas Autores Temas Autores / Instituciones
1759 Quesnay Programacién Comité para el Estudio Cientifico de la Defensa Aérea
Matematica aplicada a (Inglaterra, 1934)
economia National Defense Research Committee (NDRC) (EEUU,
1784 Walras Técnicas de 1940)
programacion Office of Scientific Research and Development (OSRD)
matematica (EEUU, 1941)
1788 Lagrange Localizac.ior_n de extremos Dantzig, Método simplex, inicio a la Programacion
con restricciones George Lineal
1826 Gauss Algebra lineal RS TR
Bellman Programacioén dindmica
1873 Jordan Precursor de modelos s .
. Kuhn y = Programacién No Lineal
lineales Tucker
1896 Minkowsky | Precursor de modelos P
. Ford y  Redes de optimizacién
lineales
Fulkerson
1907 Markov Precursor modelos . . .
A S Markowitz Simulaciéon
dinamicos probabilisticos . P -
Rafia Anélisis de Decisiones
/ proceso Markov . e . o
, . Hurchman, @ Orientacion a sistemas, generalizacion de la
1937 Von Teorfa de juegos y de S .
. Ackoff, Investigacién Operativa.
Neuman preferencias Arnoff
1939 Kantorovich = Problemas de

distribucion
Fuente: Elaborado con informacion de Hengler, et al (2018) y Morales (2018)

La IDO cuenta con sus primeros desarrollos matematicos y sus principales
precursores desde mediados del siglo XIX, con la integraciéon de los métodos matematicos
basicos a las necesidades del progreso de la industrializacién acelerada del capitalismo, pero
no fue hasta el impulso urgente por el entorno de crisis econémica y escases de recursos en
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condiciones de guerra que los problemas relacionados con la formulacién d estrategias
militares impulsarian la integracién de especialistas de todo el planeta para formalizar
modelos de optimizacion cada vez mas poderosos (tabla 1).

En la actualidad la IDO se apoya de distintos tipos de modelos icénicos, analdgicos,
topolégicos y matematicos para analizar, interpretar y optimizar relaciones funcionales
presentes en los sistemas, donde la construccion de sus modelos parte de razonar
plenamente el comportamiento de los fenémenos en la realidad econémica y adecuar sus
condiciones y comportamiento a condiciones de los modelos matematicos y no de manera
inversa, priorizando su aplicabilidad sobre su simpleza.

La construccién de modelos en IDO implica identificar, comprender y describir de
manera clara y cuantitativa el problema del sistema y su realidad que se pretende abordar,
para con ello construir un modelo que explique su naturaleza en el maximo apego a su
complejidad pero que permita tomar decisiones concretas de optimizacion.

Esquema 1. Clasificacion general de los modelos matematicos en IDO

Programacion Lineal

Modelos de Transporte vy

Deterministicos ] .
Asignacidn

Redes

Teoria de Inventarios

Hndt_elns _i{ie PERT/CPM
Investigacion de
Operacilones Programacion Dinamica

Procesos Estocasticos

Cadenas de Markov
Estocasticos
Teoria de Colas

Teoria de Juegos

Fuente: Elaboracién propia

En lo particular los modelos matematicos se pueden clasificar de acuerdo con su tipo
de variables en modelos deterministicos, estocasticos o hibridos. De los primeros se derivan
los modelos fundamentados en optimizacién lineal y no lineal, como los de programacion
lineal, entera, el andlisis de redes y transportes entre otros. Por otra parte, los estocasticos
resuelven problemas de decision donde intervienen variables de caracter aleatorio,
irrastreables en su tendencia de manera estadistica mas que mediante modelaje
probabilistico, como seria n los problemas de colas, de juegos, las cadenas de Markov entre
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otros. Finalmente, los modelos hibridos como la teoria de inventarios, la programacion
dinamica y la gestion de proyectos PERT/CPM permiten consolidar elementos de analisis y
optimizaciéon de problemas tanto deterministas, como probabilisticos (Hillier, F. y G.
Lieberman (1991), (Taha, H. (1994) y Wayne, L. Winston (2004)) (esquema 1).

En lo particular el modelo de Analisis Envolvente de Datos DEA es un modelo dentro
del encuadre metodolégico de la IDO cuyo objetivo es el de analizar la eficiencia técnica con
que se utilizan los recursos con los que cuenta un sistema y asi, con ellos, poder generar
servicios o productos concretos en magnitud y calidad. Es un método de programacion
matematica de caracter deterministico que establece la frontera de produccién de las
mejores practicas y evaliia la eficiencia técnica relativa de las unidades observadas o
analizadas a través de un benchmarking o evaluacion comparativa, utilizando multiples
entradas y multiples salidas, comparando diferentes unidades de analisis que ofrecen el
mismo servicio o bien generan el mismo producto.

2. Aplicacion del modelo de Analisis Envolvente de Datos (DEA)

El modelo DEA parte de la nocion de eficiencia de Farrell (1967) la cual se dirige desde la
relacion entre entradas y salidas de los recursos del sistema llegando a la nocién de
productividad (Bogetoft & Lars, 2011). En su obra “The measurement of productive
efficiency” expone el fundamento del método de optimizacion de la programacion
matematica para obtener una medida de eficiencia técnica relacionado una entrada simple y
una salida (Saborido, 2013) mediante una comparacion sistematica de una empresa, firma o
unidad tomadora de decision (DMU) con otras entidades de producciéon que transforman el
mismo tipo de recursos en el mismo tipo de productos y servicios mediante benchmarking

Posteriormente Edward-Rhodes retoma dicho modelo y lo extiende a uno de
optimizacién con multiples entradas y salidas para asi obtener la medida de eficiencia
productiva (Saborido, 2013). Parti6 del problema de analisis de la productividad en el sector
educativo norteamericano analizando la desigualdad entre las instituciones educativas
publicas para aplicar sus principios estadisticos a un estudio a nivel nacional ( Charnes,
W.Cooper, Y. Lewin , & M. Seiford , 1994). Anos después, siguiendo la misma linea, en 1978,
Charnes, Cooper, y Rhodes por medio de la programacién lineal estimaron la eficiencia
técnica relativa con multiples insumos y productos sin el conocimiento de los precios, lo que
genero la formulaciéon del modelo de ratio CCR (Charnes, Cooper y Rhodes) DEA, para apoyar
el andlisis del rendimiento de las unidades educativas norteamericanas mas desprotegidas,
lo que dio lugar a la formulacién del modelo DEA con multiples entradas y multiples salidas
resultando en el origen del DEA ( Charnes, W. Cooper, Y. Lewin, & M. Seiford , 1994).

El método CCR creado por Charnes, Cooper y Rhodes parte del método de
optimizacién de la programacién matematica revolucionando la evaluacién de la eficiencia
técnica para el sector publico ( Charnes, W.Cooper, Y. Lewin , & M. Seiford , 1994) y privado,
aplicable al analisis de procesos de diversas entidades de produccién, como pueden ser
empresas, organizaciones, divisiones, industrias, proyectos, unidades de decision o
individuos, con lo que su potencial analitico para diversos problemas comparativos de
productividad y eficiencia resulta bastante importante.
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El modelo DEA supone un conjunto de principios para extraer informacioén sobre una
poblacién de observaciones cuyo objetivo es optimizar un dnico plano de regresion a través
de los datos, para optimizar cada observacion individual y calcular con ello una frontera
discreta a trozos determinada por el conjunto de DMUs (unidades de analisis) Pareto-
eficientes.

El DEA tiene la virtud de desarrollarse desde un enfoque paramétrico como no
paramétrico (programacion matemadtica), donde ambas ocupan toda la informacién
contenida en los datos, donde el modelo se centra en observaciones individuales
representadas por las n optimizaciones (una por cada observacién) requeridas en el analisis
del modelo, lo que permite realizar comparativos entre la eficiencia de las relaciones
funcionales de las distintas unidades de analisis.

El enfoque paramétrico del DEA requiere de un pardmetro con una serie de
restricciones, planteando una ecuacion de regresion, una funcion de produccién donde existe
una relacion entre las variables independientes con las variables dependientes, donde existe
una forma funcional que requiere de supuestos sobre la distribucién de los términos de error,
contrario al modelo DEA no parametro, para el calculo de la frontera eficiente de produccion,
el DEA calcula el rendimiento para cada DMU comparando la relacién con las demas DMU’s
del conjunto de unidades observadas con el inico requerimiento que cada DMU se encuentre
ono en la frontera eficiente de produccion (FEP) ( Charnes, W.Cooper, Y. Lewin , & M. Seiford
,1994).

De acuerdo con Bogetoft & Lars (2011), Alvarado Astudillo (2015) y Sanchez (2019),
la evaluacién comparativa (benchmarking) los enfoques paramétricos y no paramétricos del
DEA, se distinguen en lo siguiente:

Los modelos paramétricos pueden asistirse de métodos estadisticos o no, para la
estimacion de la frontera pudiendo ser definidos a priori y ser especificados como estocastico
(con variables de caracter aleatorio). Estos modelos ocupan para su desarrollo “la
programacion matematica o técnica econométrica para la estimacion de la frontera”
(Alvarado Astudillo, 2015) ocupando el calculo de Cuadrados minimos ordinarios corregidos
(Corrected Ordinary Least Squares (COLS)) y el andlisis de frontera de produccién
estocastica” (SFA) (Bogetoft & Lars, 2011) para evaluar la forma funcional concreta de la
frontera de produccidn.

Por otra parte, los modelos no paramétricos son menos restringidos ya que no
establecen una forma funcional como los modelos paramétricos para establecer la frontera
de produccion, los modelos no paramétricos determinan sus frontera de produccidn a partir
de las observaciones de cada unidad de produccidn o de analisis, se fijan a priori las clases de
variables, las cuales son tan amplias que prohiben una parametrizacién, son considerados
modelos estocastico y deterministas, en donde los modelos deterministas suprimen el
posible ruido y se considera que cualquier variaciéon en los datos contiene informacién
significativa sobre la eficiencia de las unidades de andlisis y la de la tecnologia mediante la
cual combinan sus recursos en su interior para determinar su productividad.
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La Eficiencia Técnica

La eficiencia técnica resulta el termino y el indicador central del andlisis del modelo DEA
pues permite entender la situacion en la que se encuentran las unidades de analisis (DMU’s)
y la frontera eficiente de produccién (FEP) o Frontera de las Posibilidades de la Produccién
(FPP) del conjunto formado por todas las unidades de analisis, donde la unidad de analisis
individual se considera una unidad eficiente si ubica su relacién de consumo de insumos y la
generacion de productos o servicios sobre la frontera.

En términos de Koopsmans (1951) Alvarado Astudillo (2015) y Sanchez (2019) la
Eficiencia Técnica consiste en obtener mayor cantidad de producto (bienes o servicios) con
una cantidad minima de insumos dados, lo cual implica naturalmente una situaciéon de
optimizacion de recursos y el derroche durante el proceso de producciéon, donde las DMU’s
son eficientes si es tecnolégicamente imposible aumentar algiin output, salida, productos o
servicios generados y/o reducir algin el empleo de algin input o de algin recurso
involucrado sin reducir simultdneamente al menos otro output y/o aumentar al menos otro
input.

La evaluacidn de la eficiencia técnica no toma en cuenta el valor de mercado de los
recursos comprometidos en el sistema, pues su objetivo no es original ni finalmente el de la
produccion Unicamente al interior de la empresa ni de una naturaleza inicamente industrial,
pues el termino de recursos o inputs del sistema puede ser entendido en términos
econdmicos, sociales, politicos o incluso ambientales, donde los productos igualmente
pueden ser diversos, como el bienestar social, el equilibrio ambiental, la calidad de la
enseflanza o cualquier salida o producto generable sea tangible o no, siendo su objetivo la
busqueda por optimizar el uso de recursos para obtener un mayor aprovechamiento de los
insumos de manera que se maximice las salidas con un niumero determinado de entradas o
se minimicen las entradas con un nimero dado de salidas (Sanchez, 2019).

Todas aquellas DMU’s no eficientes son aquellas que se encuentran por debajo de la
FEP o FPP, es decir que se encuentran en condiciones tecnolégicamente deficientes respecto
a las mejores condiciones presentes en el sistema, o situadas por debajo de las mejores
combinaciones de inputs y outputs, centrandose predominantemente en las condiciones
técnicas de produccién y la capacidad de los sistemas para utilizar sus recursos, encontrando
las combinaciones que maximicen las salidas o minimicen las entradas del mismo.

La dualidad y la estimacion

El analisis del DEA, permite realizar un analisis dual de los sistemas en cuestidn, pues
siguiendo a Prieto (2002) y Sanchez (2019) el andlisis se puede desarrollar desde dos
enfoques técnicos principales, para medir la eficiencia técnica de las DMU’s (unidad de toma
de decisiones) centrado en el desempefio de las entradas o de las salidas:

El enfoque productivo o de las entradas (inputs), donde lo que se busca minimizar la
cantidad de insumos que se van a utilizar para producir un nivel dado de salidas (outputs),
dando como resultado un indice ‘F’, que en términos matematicos se puede expresar como
“el cociente entre el output que obtiene la empresa y el que conseguiria si desarrolla su
actividad en la frontera de produccién”.
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El enfoque de la produccién o de las salidas (outputs), donde se busca es maximizar la
cantidad de outputs, maximizar la produccién de bienes o servicios, con una cantidad de
insumos (inputs) previamente establecidos o fijos, resultando en un indice ‘E’ de eficiencia
orientado hacia el factor, que en este caso se calcularia mediante el cociente entre la cantidad
del mismo necesaria para conseguir la producciéon actual en la frontera y la que esta
empleando la empresa en la practica”(Sanchez, 2019). De esta forma, la relaciéon comparativa
de outputs e inputs a través de la productividad de dos unidades de andlisis DMU’s estarian
dadas por la ecuacién 1:

=y1/x1=y1/y2 (1)
3’2/x2 x1/x2

E

Donde X es el vector de inputs o recursos que pueden generar un vector de outputs o
una produccion de salidas Y”, siendo que la eficiencia resulta la relacion entre el cociente de
la suma ponderada de los outputs entre la suma ponderada de los inputs, donde a decir de
Chein Schekaiban & Medina Quintero (2006), tras realizar la evaluaciéon de las puntuaciones
de las DMU la entidad que mayor cociente haya reflejado sera la mas eficiente, siendo la que
se localice en “traza la frontera exterior al conjunto de datos observados”

T = {(x,y)|x puede producir y}

Alvarado Astudillo (2015) y Sanchez (2019) complementan que “La eficiencia técnica
relativa se calcula computando la relacién definida por el cociente entre la suma ponderada
de los outputs y la suma ponderada de los inputs y considerando que la eficiencia de ninguna
DMU supere la unidad”, es decir que la ecuacion 1, requiere estar restringida por la unidad,
representada por la tecnologia eficiente (ecuacion 2).

1
E_y/xl_yl/y2<
o yz/ T ox1/x2
X2

(2)

En este contexto, los expertos argumentan que la eficiencia técnica propuesta por
Farrell se dispone como una unidad “virtual”, planteada como un promedio ponderado de
unidades eficientes basado en una evaluacién comparativa entre las diferentes DMU’s
pertenecientes al sistema de andlisis con base en las combinaciones de inputs y outputs, y la
cual sirven como una unidad de referencia para las demas unidades observadas (Bogetoft &
Lars, 2011y Sanchez, 2019), con lo que se puede lograr estimar no solo que unidades resultan
eficientes en un mismo sistema, sino qué tan alejadas se encuentran unas de otras y respecto
a las metas de eficiencia alcanzables por el sistema.

Dada la construcciéon de La Frontera de Produccién, que “se interpreta como la
relacién técnica que expande o maximiza el nivel de outputs que puede obtenerse con un
nivel de inputs dentro de un conjunto tecnolégico (nimero de combinaciones de inputs y
outputs)” (Sanchez, 2019) y los niveles de productividad en cada unidad de analisis DMU’s,
por sus propias condiciones y relaciones funcionales entre recursos y productos
transformados, se logra medir la eficiencia técnica relativa de las unidades que componen
un sistema, comparando los niveles 6ptimos de recursos y el nivel de productividad
alcanzado por las distintas unidades de analisis, siendo por tanto una funcién de distancias,
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donde la ineficiencia es medida conforme a “la desviacion de las entidades con respecto a su
frontera” (Alvarado Astudillo (2015) citado por Sanchez (2019)).

De acuerdo con Chein Schekaiban & Medina Quintero (2006) la medida de la eficiencia
de la DMU mediante el DEA implica dos pasos:

¢ Primero: la construccion del conjunto de posibilidades de produccién y

e Segundo: la estimacién de la maxima expansién posible a alcanzar por parte de los
productos generados dentro del sistema (Output) o de la maxima contraccién de los
recursos (Inputs) con los que cuenta la Unidad DMU, dentro del conjunto de
posibilidades de produccién”.

La ecuacién 3 representa la ecuacién de producciéon general, donde yi representa el
logaritmo de la salida (output), la cual es producto de la funcién de tecnologia productiva f();
constituida de xi, que es un vector fila de inputs expresado en logaritmos y [, que es un
vector de parametros; donde adicionalmente se estima €i como un término de error y N
siendo el nimero de entidades evaluadas o nimero de DMU’s (Chein Schekaiban & Medina
Quintero, 2006).

yi = f(xi; B) + «i i =12..,N (3)

En esta ecuacién de caracter general se puede encontrar que el término &i, es decir de
error compuesto, se encuentra definido por dos componentes:

e Primero, lo que define Chein Schekaiban & Medina Quintero (2006) como “una
perturbacién simétrica (vi)”, que recoge el impacto de los efectos que no se encuentran
bajo el control de la entidad objeto de estudio, donde pueden incluirse los posibles
errores de medicion, observacion u otros factores de caracter incontrolable. Esto,
suponiendo que “las vi se encuentran idéntica e independientemente distribuidas como
distribuciones normales con media cero (0) y varianza ov2 esto es N (0, o v2)”.

¢ Segundo, un componente error ui, “no negativo y asimétrico, e invariante en el tiempo
conocido como Efecto Ineficiencia Técnica”, donde Aigner et. al. (1977), considera que
la ineficiencia técnica se distribuye segtin una distribucién seminormal (|N (0, ocu?) |)
dado que solo puede disminuir el Output por debajo de la frontera. (ecuacion 4)

ui = [f(xi; B) + vi] —yi >0 (4)

Se entiende en dicho sistema el argumento de Cordero & Pedraja (2007), es decir que
el DEA plantea un problema de programacion lineal para cada unidad productiva observada,
la cual se le asigna un indice de eficiencia 6, donde si el indice de eficiencia es igual a 1 se le
considera como una unidad eficiente, ubicada sobre la frontera de las posibilidades de la
produccién, en donde si por el contrario su valor estimado en indice alcanza un valor menor
a la unidad (1) se considera como ineficiente, siendo menos eficiente en la optimizacion de
Sus recursos.
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En este contexto, el DEA se encuentra facultado matematicamente para detectar
reducciones adicionales en los recursos (inputs) o bien, incrementos potenciales en la
generacion de productos (outputs), los cuales son incorporados en el modelo dual siendo
conocidas como variables de holgura o slacks s; y s; es decir de eficiencia no radial. Las
holguras en el modelo representan para los inputs: la cantidad de recursos que podria
ahorrar las DMU en la generacion de los mismos niveles de outputs, “se identifican con cuanto
podria incrementar la produccion para alcanzar la eficiencia” (Sanchez, 2019).

3. Variantes del modelo DEA y su aplicabilidad

El modelo DEA representa un potencial enorme para el andlisis regional, en tanto que,
permite el analisis de las relaciones funcionales al interior de las unidades de estudio, las
cuales pueden ser de caracter industrial, como empresas o nucleos o clisteres productivos,
como también las unidades territoriales y sus sistemas internos, como son los estados
nacionales, las provincias, entidades federativas, los municipios, condados o cualquier
unidad de caracter espacial provista de informacién estadistica interior.

Ala par que estudia dichas relaciones funcionales internas, permite también construir
un analisis comparativo de cada una de ellas respecto a las mejores condiciones del sistema
al que pertenecen, permitiendo argumentar el grado de lejania que tienen los niveles de
eficiencia y productividad de las distintas unidades individuales que componen el mosaico
de heterogeneidad analizado respecto a los mejores desempefios en transformaciéon de
recursos y sus resultados del sistema entero al que pertenecen.

El hecho de la heterogeneidad intrinseca del espacio econd6mico, asi como la
diversidad de variables que se pueden analizar de él, conlleva necesariamente al
cuestionamiento acerca de su capacidad representativa de caracter multivariado,
multidimensional y analiticamente diverso en términos cuantitativos y cualitativos, no
obstante, el planteamiento general del DEA permite actualmente la formulacién de modelos
especializados, respetando y asimilando los distintos tipos de variables o prioridades
analiticas de cada caso particular, pues permite diferenciar la naturaleza del procesamiento
matematico de fendmenos de caracter aleatorio o de caracter determinista dependiendo la
naturaleza de los fendmenos analizados, permitiendo variar también sus prioridades de
andlisis y las diferencias cualitativas de la naturaleza de los procesos analizados.

La aplicabilidad del analisis del modelo DEA a la dindmica de las unidades de
andlisis espacial depende, por tanto, de las caracteristicas mismas de los espacios, los
distintos fen6menos, procesos y sistemas que se pretende analizar en ellos, resultando en la
necesidad de emplear distintos enfoques de analisis del DEA para profundizar en cada uno
de ellos.

Los expertos en DEA concuerdan que existen tres perspectivas principales de analisis
de las que se puede partir para construir un mapeo de variantes, que facilitaria la selecciéon
del enfoque del modelo de acuerdo con las necesidades del problema a analizar:

1. Dependiendo del “tipo de rendimiento a escala, estos pueden ser rendimientos constantes
a escala o rendimientos variables a escala”.
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2. Dependiendo de la “Orientacion del modelo” es decir, si este se plantea desde una
orientacién hacia el andlisis del desempeio de los inputs o al output resultante; siendo el
modelo orientado al input sujeto a un nivel dado de output, en la biisqueda por la maxima
reduccion proporcional en el vector inputs; o desde el enfoque orientado hacia el output,
donde dado un nivel fijo de inputs o recursos, se plantea la busqueda por generar el
maximo incremento proporcional de los outputs o productos del sistema.

3. De acuerdo con el “Tipo de medida de eficiencia que proporcionan modelos radiales y no
radiales”

De acuerdo con esto, Bogetoft & Lars (2011) y Sanchez (2019) plantean una
sistematizacion de modelos basicos dependiendo la naturaleza de los problemas que
caracterizan los sistemas de andlisis, es decir que existen dos tipos de modelos DEA
principales para evaluar la eficiencia de las DMU’s; uno que considera rendimientos
constantes a escala (CRS) conocido como modelo CCR creado por Charnes, Cooper, y Rhodes
(1978) el cual puede ser con orientacién a la salida (outputs) u orientado a la entrada
(output) y el segundo modelo conocido como BCC, de Banker, Charnes y Cooper, que evalia
la eficiencia de la DMU’s con rendimientos variables a escala (VRS) (esquema 2)

Esquema 2: Clasificacién general de las variantes del Modelo DEA

Primal ) : »~ Primal
Orientado _ Orientado H:..-,-.;_:"
al Imput / al Imput N
Dual I * Dual
Modelo Modelo
DEA-CCR \
Primal DEA \ ¢ Primal
Orientado \ Orientado _«
al Output al Output ™
Dual ~ Dual

Fuente: Elaboracién propia

Variantes de acuerdo con el tipo de escala

Se pueden encontrar en los DEA dos tipos de variantes de acuerdo con el tipo de escala, es
decir de: 1) los de Retorno de escala constante (CRS) o Rendimientos contantes a escala (CCR)
y 2) los de Retorno de escala variable (VRS) o Rendimientos variables a escala BCC, donde la
diferencia principal radica en las diferencias de tamafio entre las distintas unidades de
andlisis evaluadas, donde las primeras implican un tamafio tnico, es decir de un conjunto de
unidades teérica y empiricamente comparables por contar con atributos comunes de
dimension, mientras que el segundo implica implicitamente la asimilaciéon en el modelo de
una multitud de tamafios y recursos desiguales entre las unidades que confirman el sistema,
volviendo imposible de origen el generar evaluaciones de eficiencia globales.

Los modelos a escala constante (CRS) al partir hipotéticamente de la existencia de
homogeneidad en las dimensiones (tamafio) de las unidades de analisis intuye que es posible
para todas las unidades DMU el poder alcanzar la productividad de la DMU mas eficiente,
siendo, por tanto, el resultado una evaluacién de eficiencia global, ya que, como menciona
Saborido (2013) “todas las DMU’s tienen como referencia a las de mayor productividad”.
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En contra parte, los modelos a escala variable (VRS) al considerar heterogeneidad en
el tamano de las unidades evaluadas acepta e integra al andlisis que ellas, como conjunto
sistémico, no pueden alcanzar la productividad maxima alcanzable por las unidades de
mayor tamafo, implicando desde el método matematico que se evalden las unidades del
sistema entre grupos de DMU’s con condiciones similares o de mismo tamafio.

Se tiene por tanto que, en términos de programacién matematica, la diferencia entre
los modelos CRS y VRS consiste en la restriccién impuesta al modelo de programacién lineal,
en donde la sumatoria de A debe ser igual a uno (Saborido, 2013).

continuacidn, se hace un desglose de los planteamientos matematicos basicos de las
distintas variantes del modelo DEA.

Modelo DEA-CCR

El modelo DEA-CCR parte del siguiente planteamiento matematico generalizado para buscar
la maxima eficiencia técnica a través de un sistema de programacion lineal de forma Z max,
sujeto a restricciones (Modelo A).

Ii_1u,y
r=1“%rJ>ro0
Max, ,00 = o5——
i=1 Vi Xio
. z5_qu )
Sujeto a: Max,, ,0y = :nl—ryro <1 j=12,..,n (A)
Xi=q1 ViXig

u,v; =0 r=12,..,.si=12,....,m

Donde:

u, = peso asociado al output"

"V, = peso asociado al input"

y;j = cantidad de output de la unidad j"

"x; = cantidad de input de la unidad j"

x;j = cantidad de input i consumida por la unidad j — esima”
yrj = cantidad de output r producida por la unidad j — esima"

X;o = cantidad de output i consume la unidad evaluada"

Yro = cantidad de output r producida por la unidad evaluada"

Establecidos en prioridad de optimizacién planteada por Chein Schekaiban & Medina
Quintero (2006) acerca de que el sistema tiene como objetivo obtener “el conjunto 6ptimo
de pesos (ur, vi) que maximicen la eficiencia relativa 60 de la unidad 0 definido como una
suma ponderada de los outputs y la suma ponderada de los inputs, que tienen como tnica
restriccion que la eficiencia relativa ©0 no puede ser mayor a la unidad” en (Sanchez, 2019),
es decir, que se busca maximizar el cociente de la suma ponderada de outputs y la suma
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ponderada de inputs, construyendo un modelo programacion fraccional, las cuales
representan los pesos favorables para cada DMU.

Adicionalmente se requiere retomar que en dicho sistema Xi y Yi representan
respectivamente los vectores de recursos inputs y de productos outputs respectivamente, los
datos se representan con m inputs y s outputs en cada DMU’s y donde la eficiencia técnica de
cada DMU mide la eficiencia de la unidad productiva con respecto a la eficiencia de las demas
unidades productivas.

En este modelo “los pesos” son denominados como precios sombra (shadow prices),
los cuales permiten calcular la eficiencia de las DMUs sin que los precios reales de las
variables (inputs y outputs) sean conocidos (Alvarado Astudillo, 2015), lo que representa
una de sus mayores virtudes para la aplicacidon en los temas multivariantes asociados al
analisis regional, Dichos peros se encuentran representados por u,v; = 0 y permiten
calcular la eficiencia técnica relativa de cada DMU.

Para que una unidad productiva se considere una unidad eficiente en términos
relativos el indice de eficiencia © debe ser igual a 1 y sus holguras hi- y hr+ deben ser 0 con
respecto a las otras unidades evaluadas, si 6<1 y sus holguras son mayores a 0 son
consideradas como unidades ineficientes (Farrell (1957) y Bogetoft & Lars (2011) donde
las unidades ineficientes pueden disminuir sus insumos o maximizar sus salidas, es decir, de
mejorar sus niveles de productividad y alcanzar el nivel de eficiencia maximo.

Es necesario resaltar el criterio de suficiencia en la muestra o el tamafno del estudio,
pues para que el modelo pueda ser desarrollado Bogetoft & Lars (2011) sefialan que es
necesario que las bases de datos modelables mediante el DEA cuente con una muestra de
DMUs = 3 (inputs y outputs), donde Alvarado Astudillo (2015) adiciona que para que el
meétodo tenga poder discriminatorio también resulta necesario que el universo de DMUs sea
superior al nimero de inputs y outputs considerados en el andlisis, siendo que el nimero de
unidades estudiadas sea igual o superior al triple de las variables empleadas en el modelo
(outputs + inputs)” ( Banker, R. D., & Datar, S. M. (1989).

La implementacion del DEA CCR INPUT, u “orientado a los recursos”, parte de un
modelo de programacion lineal primal “Dénde: j =1, 2, ..., n subindice paralas DMU’si=1, 2,
..., m subindice para las entradas r = 1, 2, ..., s subindice para las salidas xij cantidad de
entrada i consumida por DMUj ykj cantidad de salida k producida por DMUj es una constante
estrictamente positiva y cercana a cero” (Saborido, 2013), mientras que en el modelo DEA
dual o en su forma envolvente se toman en cuenta los slack s;"y s; o variables de holgura de
inputs y outputs respectivamente (Sanchez, 2019) (Modelo 1).
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Modelo 1. DEA CCR-INPUT

Problema Primal Problema Dual o Forma Envolvente
Max X7-1Vrj¥rj Min 6; — [¥7=1 i + XiZ1 5/ ]
SA. XitiVryrj — Xt wix; <0 . S.A.
=12..., _ -
S " Z 1/11xij—91xij—5i
R j=
Zi:lu”x” ! i=12..,m
r=12,..,s Z"
)&y ) /1 e i +S+
vrj > ¢ j=1 ]Yr] yr] r
i=12,..,m j=12,..,n
T Ajysi s =0
vjir
Hj Libre

Fuente: Elaboracién propia

La implementaciéon del DEA CCR OUTPUT, u “orientado a los productos”, parte del
mismo potencial de analisis dual, permitiendo un andlisis de maximizacién o minimizacién
dependiendo si se trabaja desde el planteamiento primal o en su forma envolvente o dual con
las mismas consideraciones matematicas (Modelo 2).

Modelo 2. DEA CCR-OUTPUT

Problema Primal

: m
Min X%, wj x;;

Problema Dual o Forma Envolvente

Max 6; + e[X7-1 87 + X%y ;]

S.A. S.A.
2r=1VrjYrj — Di=a UijXi; <0 j = Dt A xijp = Xij — S t=12,..,m
1,2,..,n i yri =0y tst j=12,..,n
Yr=1VrjYrj =1 r=12,..,s 87,57 =0 Vi,
V=€ i=12,...,m 8; Libre
uij =&

Fuente: Elaboracion propia

La implementacién del Modelo DEA-BCC (Banker, Charnes y Cooper) partiendo del
modelo CCR mide la eficiencia técnica con rendimientos variables a escala eliminando la
influencia de la escala de la capacidad productiva de las unidades de analisis espaciales o no,
lo que significa que cada DMU es comparable Unicamente con otras unidades del mismo
tamafio y no con todas las unidades evaluadas. Como se ha mencionado, este enfoque resulta
mas poderoso sobre todo en el contexto del analisis de la heterogeneidad espacial y regional,
siendo considerado como capaz de estimar una medida de eficiencia técnica pura al eliminar
el efecto de escala.
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Debido a la heterogeneidad asimilada por el modelo se debe introducir la restriccion
para que entienda que cada unidad productiva requiere ser comparada con las unidades
productivas de tamafio comparable y no por todo el universo que comprende el sistema en
su conjunto. En este caso como menciona Sanchez (2019) La restriccién adicional al modelo
es: “la suma de los componentes del vector A4, 1,, ... 4,, tiene que ser igual a uno, lo que obliga
a que la proyeccion de la unidad se efectuie sobre el hiperplano que forman las unidades mas
productivas de su tamafio” (Sanchez, 2019) (Modelo 3).

Modelo 3. DEA BCCINPUT/OUTPUT

INPUT Problema Dual o OUTPUT Problema Dual o
Forma Envolvente Forma Envolvente
Min 6, Max 6, + 3[2?:1 s + 5;]

It S.A.

0o — ¢ ZS;f + 57
j=1 n
zn: injxljzxij—si

XUAJ = QJXU — S j=1
j=1 i=1 2, v, m
i=12,..,m
n Zyr,l =0jyrj +57
Z Vrjdj = Yrj + 87
= r=12,..,s
r=12..,5 n
" Y=t
le =1 j=1
j=1 /1]' 2 0
/1]-20 j=12,..,n j=12,..,n

Fuente: Elaboracion propia

Conclusiones y propuestas

La investigacion operativa presenta una oportunidad para la expansion de los encuadres
metodoldgicos para el andlisis regional pues permite comprender y modelar las relaciones
en los espacios desde un enfoque de optimizacion, pues permite sustentar cuantitativamente
las condiciones caracteristicas de los espacios, sus relaciones funcionales, y el
comportamiento de ellas para tomar decisiones de politica publica, privada o interés social.

En lo particular el modelo DEA ofrece un potencial de analisis regional amplio por sus
atributos matematicos asociados al modelaje mediante programacion lineal, lejano del
término de los precios de mercado y cercano al analisis de la eficiencia técnica relativa de un
proceso de producciéon multivariado aplicable a distintas dindmicas del desarrollo regional,
pues como ha sido mencionado, encuadre metodolégico resulta altamente utilizado en el
sector publico ya que lo que busca es maximizar las salidas (Bogetoft & Lars, 2011), es decir
maximizar el conjunto de productos generables por una sociedad mediante sus recursos y un
proceso de producciéon dado, sea este industrial o no, como puede ser la generaciéon de
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bienestar social, calidad de vida, o el acceso ala mayor cantidad de servicios o bienes ptublicos
para la sociedad con el menor uso de recursos.

La versatilidad del modelo DEA, al disponerse desde enfoques prioritariamente
encaminados desde el andlisis de la minimizacién de los recursos y/o la maximizacién
productos generables a nivel de cualquier unidad de andlisis territorial permite su aplicacién
a distintas dindmicas sociales, econdémicas, ambientales, politicas y urbanas que permitiran
replantear los parametros de la evaluacion de las relaciones funcionales observadas en el
espacio y sus impactos en la dinamica regional.

La variabilidad del andlisis a escala constante y a escala variable ofrece una virtud
necesaria para el andlisis de las dindmicas espaciales, puesto que vuelve viable el analisis
comparativo regional desde la heterogeneidad espacial.

El método y sus técnicas al tener un origen esencialmente en la evaluacién de
rendimientos de caracter tecnolégico productivo, En términos genéricos aplicable a
cualquier relacion de produccion una gran gama de posibilidades de analisis cuantitativo y
de caricter causal, Sobre todo el modelo de rendimientos variables resulta versatil en el
ambito regional al permitir una comparacién ordenada y estratificada de acuerdo a grupos
de unidades de andlisis similares, eliminando el error metodolégico de la comparacién de
elementos disimiles en términos de dimensién y sus recursos.

El enfoque dual del modelo DEA permite reflexionar los problemas de la produccion
desde la perspectiva de los recursos arraigados en el espacio, su magnitud y atributos, sean
estos, materiales, naturales, infraestructura, o recursos humanos, entre otros, tanto como
desde el enfoque de los productos generables por dichos recursos, como podria ser la calidad
de vida, la produccién de bienes materiales e intangibles, servicios, el mismo desarrollo y el
bienestar social, entre otros tantos, lo cual en general lo dispone como un encuadre
metodolégico sumamente util para el andlisis de la complejidad y la heterogeneidad de las
relaciones espaciales.

Existen aun limitaciones en su aplicacion desde el analisis regional, pues la literatura
aplicativa de este encuadre metodologico se ha centrado principalmente en la resolucion y
optimizacién de procesos de caracter industrial, no obstante, esto representa una nueva
oportunidad para robustecer los axiomas del andlisis regional y probar sus teoremas
fundamentales ahora centrados en sustentar matematica y estadisticamente sus axiomas.

Se puede impulsar una agenda de investigacion amplia en el analisis regional detras
de la investigacion operativa en general y el DEA en particular en el contexto actual, por
ejemplo, se pueden desarrollar modelos de evaluacion de la eficiencia técnica de los sistemas
de salud en el contexto de la crisis sanitaria y de servicios de salud publica y privada derivada
de la irrupciéon de la pandemia de COVID 19 o se puede analizar y tomar decisiones sobre la
generacion de nueva infraestructura en seguridad publica o en desarrollo econémico para
incrementar el bienestar de la poblacién de corto y largo plazo con la menor cantidad de
intervenciones en el espacio regional, por mencionar algunos temas de interés a abordar en
el corto plazo.
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